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Resumen

Las series temporales clasicas, donde cada instante es descrito por un
nuimero real, sirven para representar una gran multitud de situaciones de la
vida real, pero no son capaces de describir fielmente situaciones en las que
en cada instante haya que reflejar cierta variabilidad. Los datos simbdlicos
de intervalo e histograma permiten representar dicha variabilidad a lo largo
del tiempo, dando lugar a series temporales de intervalos e histogramas,
respectivamente. En este trabajo se han abordado algunos aspectos relativos
a estas series temporales como, por ejemplo, la medicién del error, pero el
principal objetivo de esta tesis es desarrollar métodos que permitan predecir
estos nuevos tipos de series temporales de manera eficaz.

Las aproximaciones que se han propuesto para predecir series temporales
de intervalos incluyen:

= Alisados exponenciales basados en la aritmética de intervalos
= Método de k-NN basado en la aritmética de intervalos
= Perceptrén multicapa basado en la aritmética de intervalos

= Prediccion mediante las series temporales de sus componentes (minimo,
méximo, centro y radio) aplicando para ello métodos de prediccion
(univariantes o multivariantes) para series temporales clésicas.

Mientras que los métodos desarrollados para predecir series temporales de
histogramas son:

= Alisados exponenciales basados en la aritmética de histogramas
= Alisados exponenciales basados en el concepto de baricentro

= Método de k-NN basado en el histograma basados en el concepto de
baricentro

La capacidad predictiva de tods estos métodos ha sido probada con éxito en
ejemplos reales de diferentes ambitos como, por ejemplo, la meteorologia o
las finanzas.
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Capitulo 1

Introduccion

No pretendo empezar con cuestiones precisas.
Creo que mo se puede empezar con nada preciso.
Tienes que alcanzar dicha precision

a medida que puedas, a medida que avances.

Bertrand Russell

Este primer capitulo ofrece una descripcion general del problema sobre el que trata
esta tesis: la prediccion de series temporales de intervalos y de histogramas. Para ello,
en primer lugar sitia el problema a tratar dentro del drea de la prediccién de series
temporales. A continuacién, explica que la manera de abordar la prediccién de las series
temporales de intervalos y de histogramas que propone esta tesis, la cual se encuadra
dentro del area de analisis de datos simbélicos. Por altimo, introduce brevemente el
contenido del resto de capitulos de la tesis.

1.1. Motivacién de la investigaciéon

1.1.1. Introduccién a la prediccién de series temporales

Hoy en dia, la prediccién es una actividad crucial en areas tan diversas
como la economia, la meteorologia, la actividad empresarial, las ciencias
sociales, la ingenierfa, las ciencias biol6gicas y ambientales, etc. De forma
general, podemos entender que una prediccién es el aviso o anuncio de algo
que va a suceder. Resulta facil comprender que el conocimiento anticipado de
un hecho futuro permite prepararse de forma adecuada para hacerle frente.
Por ejemplo, si se conoce anticipadamente la demanda de un producto para el
mes proximo, se puede planificar mejor la produccion del mismo para cubrir
esa demanda sin quedarse corto, ni producir en exceso.

Esta tesis se sittia en el ambito de la prediccién de magnitudes cuan-
titativas, como pueden ser la temperatura o el valor de un indice bursétil.
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La prediccion de una magnitud cuantitativa puede realizarse mediante dos
aproximaciones: el conocimiento experto y la prediccién de series tempora-
les. En la primera de ellas, las predicciones son elaboradas por expertos que,
basandose en su experiencia y conocimientos sobre la materia en cuestion,
estiman el valor futuro de la magnitud a pronosticar. En la segunda aproxi-
macioén, las predicciones son elaboradas mediante el anélisis matematico de
los datos historicos de la magnitud que nos interesa y, posiblemente, de otras
magnitudes que se relacionan con ella. Sobre esta segunda aproximacion se
centraré esta tesis.

Una serie temporal es el resultado de la observacion de los valores de una
variable a lo largo del tiempo en intervalos regulares (diariamente, mensual-
mente, etc.). Las series temporales como disciplina estadistica tienen unos
200 anos de historia. En la introduccion de Penia (2005) se realiza un com-
pleto recorrido por sus hitos mas significativos, los cuales son repasados a
continuacion de forma mas escueta.

1.1.1.1. Introduccién histérica a las series temporales

Los orfgenes de la disciplina se remontan a principios del siglo XIX cuan-
do Laplace realizé un estudio sobre el efecto de las fases de la luna sobre las
mareas y los movimientos del aire en la tierra. En esta etapa, resultan fun-
damentales las aportaciones de Fourier, que estudié las funciones periodicas;
de Yule, que propuso en 1927 los procesos autorregresivos para explicar las
manchas solares (Yule, 1927); y de Slutsky que estudio los procesos de media
movil para representar los ciclos econémicos (Slutsky, 1937).

Otros muchos como Kolmogorov, Wiener, Cramer, Bartlett y Tukey rea-
lizaron contribuciones notables durante la primera mitad del siglo XX. La
consolidaciéon de la disciplina llegé en la segunda mitad del siglo XX con
tres trabajos clave: el desarrollo por parte de Holt y Winters de métodos de
prediccion basados en alisados exponenciales (Holt, 1957; Winters, 1960); la
propuesta de Box y Jenkins de una metodologia unificada para la prediccion
de series estacionarias y no estacionarias (con y sin estacionalidad) que da lu-
gar a los célebres modelos ARIMA (Box y Jenkins, 1970); y el desarrollo por
parte de Kalman de un procedimiento para estimar las variables de estado
y prever las observaciones futuras en sistemas lineales (Kalman, 1960).

Estas aportaciones hacen que la prediccién entre en una fase de madurez
y que surja el International Institute of Forecasters, IIF, promotor de foros
y revistas de prediccion como el Journal of Forecasting (en 1982), el Inter-
national Journal of Forecasting (en 1985) y el International Symposium on
Forecasting, conferencia anual de especialistas en el tema celebrada desde
1982. Otro hecho importante acontece en 2003 con la concesiéon del Premio
Nobel de Economia a Granger y Engle que vino a reconocer el enorme im-
pacto que tuvieron sus trabajos sobre la cointegracion de series temporales
(Engle y Granger, 1987) en la teoria econdmica.
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En 2006, el ITF celebré su 25 aniversario y eché la vista atras para hacer
un repaso de los avances mas significativos en el drea durante ese periodo,
los cuales quedan recogidos en el niimero especial de la revista (Hyndman y
De Gooijer, 2006). Tal y como muestra dicho nimero especial, la prediccion
de series temporales es un area viva en continuo desarrollo y que adn tiene
por delante un gran ntmero de retos.

1.1.2. Descripcion del problema

A lo largo de todos estos afios, la investigacion y la practica sobre series
temporales se ha centrado, principalmente, en series temporales en las que
cada valor observado de la variable (o variables) de interés es representado
mediante un ntmero real (o entero). Este tipo de series, a las que llamaremos
‘clasicas’, sirven para representar una gran cantidad de situaciones que se dan
en la realidad. Sin embargo, presentan limitaciones a la hora de representar
algunas situaciones més complejas.

Una situacién que no se puede representar fielmente mediante una serie
temporal clasica se da cuando las observaciones tienen que recoger cierta
incertidumbre. Una forma de representar dicha incertidumbre es utilizando
conjuntos borrosos, lo que daria lugar a una serie temporal borrosa. Las
primeras contribuciones en este area datan de la década de los 90 (Song
y Chissom, 1993a,b; Song, Leland y Chissom, 1995). Este tipo de series
temporales no serdn abordadas en esta tesis, por lo que no se profundizara
aqui sobre ellas.

Otra situacion que no puede ser descrita de forma precisa por las series
temporales clésicas se da cuando las observaciones deben reflejar variabili-
dad. Esto sucede cuando, para cada instante temporal, en lugar de contar
con un valor observado, se cuenta con un conjunto de valores observados.
Existen dos situaciones paradigméticas donde esto sucede.

Caso paradigmatico 1. Este caso se refiere a una situacién en la que
la variable de interés es medida con una determinada frecuencia (e.g. cada
minuto), pero debe ser analizada a una frecuencia menor (e.g. diariamen-
te). Si ante esa situacion se opta por trabajar con la serie que se obtiene al
muestrear la serie original con la frecuencia menor, se esta ignorando la in-
formacién contenida en los datos observados entre los instantes muestreados.

Este caso se presenta de manera habitual en las series temporales finan-
cieras que reflejan la cotizacién de una acciéon, de un indice bursatil o del
cambio de unas divisas. En este tipo de series, los valores se generan con una
frecuencia alta. Sin embargo cuando se analiza la evolucion de estos valores
normalmente se opta por utilizar Gnicamente los valores de cierre de sesién.
Tipicamente, se utilizan los cierres diarios, pero en algunos casos se emplean
los cierres semanales o, incluso, mensuales. Al hacer esto, se prescinde de
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los valores que se dan entre dos cierres consecutivos, por lo que se pierde la
perspectiva sobre el comportamiento del bien financiero entre dichos valores
de cierre, es decir, se estdn ignorando sus fluctuaciones intra-periodo.

Este tipo de situacién no sélo aparece en el campo de las finanzas, sino
también al manejar datos temporales recogidos de forma sistemadtica por
sensores ya sea en procesos industriales, mediciones de niveles en hidrologia,
meteorologia, medioambiente, etc.

Caso paradigmatico 2. Este caso sucede cuando una variable es medida
a lo largo del tiempo en los elementos de un conjunto, pero el interés no
reside en conocer la evolucién de cada uno de los elementos, sino del propio
conjunto como un todo. Una forma de resumir los valores del conjunto en
cada instante consiste en calcular su media. Sin embargo, la media, aunque
es Gtil para describir un conjunto de datos, presenta ciertas limitaciones.

Una situacién real donde esto ocurre se da cuando un instituto de esta-
distica recoge de forma periddica los valores de una variable, como la renta,
en todos los individuos de la poblacién o en una muestra de la misma. Para
representar de forma agregada la renta de la poblacién en cada instante, se
suele optar por utilizar la renta per capita, i.e. la media de las rentas de
los individuos. Sin embargo, es bien conocido que la media es sensible a la
presencia de valores extremos y que las medidas de tendencia central no in-
forman sobre algunas caracteristicas de la distribuciéon subyacente como, por
ejemplo, la dispersion.

Otro campo donde sucede esta situacién es el del andlisis de datos de pa-
nel (Baltagi, 2004). En los paneles se recoge informacion sobre, por ejemplo,
los habitos de consumo de un conjunto de familias a lo largo del tiempo. Un
caso similar al de los datos de panel es el de los estudios de mercado, donde se
suele medir de forma periddica la percepciéon que tienen los individuos sobre
un determinado producto. En el area de control de calidad también pueden
surgir este tipo de situaciones cuando se pretende representar de forma agre-
gada los valores de un pardmetro de calidad sobre todos los elementos que
integran cada uno de los lotes de productos que se estan fabricando.

El primero de los casos paradigmaéticos describe una situacion en la que
los datos disponibles son agregados temporalmente para poder ser tratados.
Mientras que el segundo de los casos ilustra una situaciéon donde se emplea
agregacion contemporanea.

En ambos casos, los datos disponibles son resumidos para dar lugar a
una serie temporal clasica donde cada instante temporal es descrito por un
valor agregado, como la media o el valor de cierre. El problema reside en que
este valor agregado puede suponer una simplificacién excesiva, ya que puede
acarrear la pérdida de informacién valiosa sobre el fenémeno a tratar.
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Figura 1.1: Serie intradiaria de la cotizacion €-$ (izqda.), serie temporal de
los valores de cierre diarios (arriba dcha.) y serie temporal de intervalos que
representan los valores minimo y méaximo diarios (abajo dcha.)

Para evitar estos inconvenientes, seria deseable contar con representa-
ciones temporales que permitan describir de forma mas completa los datos
agregados. Fn esta tesis se proponen dos representaciones de ese tipo: las
series temporales de intervalo y las series temporales de histogramas.

Un intervalo ofrece informacion sobre el rango de los valores observados,
por lo que informa de la dispersién que se da en los datos. El intervalo pue-
de representar el valor minimo y méaximo del conjunto o, alternativamente,
otro intervalo como por ejemplo el recorrido intercuartilico, i.e. el intervalo
limitado por la primera y la tercera cuartila. Por su parte, un histograma
ofrece informacién no sélo sobre el rango de valores que toma el conjunto
de datos, sino también de la distribucién de los mismos a lo largo de dicho
rango. La informacién que ofrece el histograma es, por tanto, notablemente
mas completa que la ofrecida por el intervalo, pero, a cambio, su estructura
es también notablemente mas compleja que la de éste. En algunos casos,
puede bastar con un intervalo, mientras que en otros puede necesitarse un
histograma.

La figura 1.1 muestra un ejemplo de las finanzas que sirve para ilustrar
el caso paradigmdtico 1. La serie considerada es la de la cotizacion €-$ in-
tradiaria entre el 7 y el 11 de enero de 2002. En la parte izquierda de la
imagen, se muestra la serie completa; mientras que en la parte derecha, los
valores intradiarios son resumidos de dos formas: tomando los valores de cie-
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Figura 1.2: Series temporales de la temperatura media mensual en °C en
la red de estaciones meteorologicas de China (izqda.), serie temporal de la
temperatura media en la red (arriba dcha.) y serie temporal de histogramas
que representan la distribucion de las temperaturas en la red (abajo dcha.)

rre diario y mediante el intervalo diario de los valores minimo y maximo.
Puede apreciarse muy claramente como, al tomar los valores de cierre, se
pierde informacién sobre la volatilidad que se ha dado ese dia. Dicha infor-
macion es aportada por los intervalos, por lo que ambas representaciones son
complementarias.

Por su parte, la figura 1.2 ilustra el caso paradigmdtico 2 con un ejemplo
del ambito meteorolégico. En dicha figura se muestra un conjunto de series
temporales de la temperatura media mensual en °C registrada en 60 esta-
ciones distribuidas uniformemente a lo largo y ancho de China entre enero
y agosto de 1952. Si la informacién de las 60 series temporales es agregada
mediante la media, se obtiene una serie temporal clasica que representa la
temperatura media en China y que se muestra en la parte superior derecha
de la figura 1.2. Dicha serie enmascara la variabilidad de los datos originales,
puesto que en los meses de invierno el rango de temperaturas es notable-
mente mayor que en verano. Por su parte, la serie temporal de histogramas
que se muestra en la parte inferior derecha, no sélo informa del rango de la
distribucién, sino que también lo hace sobre la forma de ésta, la cual varia
bastante entre los meses (véase, por ejemplo la diferencia que existe entre
marzo y agosto). El gréafico de la STH es una herramienta exploratoria muy
efectiva ya que facilita la interpretacion visual de los datos. En ese sentido,
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la interpretacion del grafico de las series temporales desagregadas, resulta
sensiblemente mas complicada.

Si el interés reside en predecir las n series temporales de manera indi-
vidualizada, no tiene sentido agregar la informacion y, por tanto, no tiene
sentido plantear una serie temporal de intervalos o de histogramas, ni tampo-
co una serie temporal de valores medios. Por otro lado, podria suceder que los
elementos para los que se midiese la variable entre dos instantes temporales
consecutivos no fuesen los mismos. Si sucede esto, no se pueden representar
los datos originales como series temporales (tal y como se hace en el recuadro
izquierdo de la figura 1.2) | ni tampoco obtener las predicciones de dichas
series temporales de forma individualizada. En ese caso, la agregacién es la
linica opcién de manejar los datos y los intervalos y los histogramas son
herramientas a considerar para este propésito.

1.1.3. Precedentes de las series temporales de intervalos y
de histogramas

En este apartado se van a revisar los casos donde se ha detectado la ne-
cesidad de representar la variabilidad en una serie temporal y se ha recurrido
para ello a una serie temporal de intervalos o de histogramas.

En meteorologia es habitual representar las temperaturas minima y ma-
xima obtenidas o previstas para un determinado periodo de tiempo. La re-
presentacién temporal de esta informacion daria lugar a una serie temporal
de intervalos. Sin embargo, no se conoce ningun articulo en el que dichos
datos sean reconocidos como tal o donde por su naturaleza sean analizados
de manera especial. En este contexto, no es habitual utilizar la media, ni nin-
gun otro valor agregado, sino que se emplean de forma habitual los intervalos
para, de esa forma, representar la variabilidad térmica.

Por otro lado, las publicaciones y sitios web dedicados a las finanzas
suelen mostrar de forma habitual los precios de apertura, de cierre, minimo
y maximo alcanzados por los diferentes bienes financieros durante el dia o
durante la semana. Estos cuatro valores dan lugar a dos intervalos: el que
forman el minimo y el méximo (del que ya se hablé en el caso paradigmdtico
1) y el que forman la apertura y el cierre (que es un intervalo donde se
determina si el bien increment6 o no su valor). Dichos intervalos ofrecen
una muy buena sintesis de la variabilidad del bien financiero durante un
determinado periodo, por ello son tan populares en finanzas. Ademas, tienen
una representacion grafica propia: los graficos de velas o candlesticks. Puede
verse un ejemplo de dicha representacién en la figura 1.3.

Los graficos de velas fueron creados en el siglo XVIII por Munehisa Hom-
na, comerciante japonés de arroz, para representar las variaciones diarias que
alcanzaba el precio del arroz en el mercado. En finanzas, existe toda una teo-
rfa para interpretar estos graficos en busca de sefiales de compra o de venta
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Figura 1.3: Grafico de velas diario del IBEX35 entre el 1 de agosto y el 22
de octubre de 2007 (Fuente: finanzas.com)

que sirvan de apoyo a la toma de decisiones, ver, por ejemplo, Morris (2006).
Sin embargo, dicha teoria se encuentra alejada de las areas de las series tem-
porales y del aprendizaje estadistico. En la seccién 3.5.2.2 se comentaran las
aproximaciones para predecir series temporales de candlesticks basadas en
el analisis estadistico o en la prediccién de series temporales.

La existencia de los candlesticks evidencia que en finanzas resulta util
obtener representaciones temporales y predicciones que trasciendan a la serie
temporal puntual y que informen sobre el rango de valores o la distribucion
que siguen los valores de la accién a lo largo del dia.

Otro precedente interesante de representacién de serie temporal de inter-
valos se muestra en Zellner y Tobias (2000). En dicho articulo se analizan
las tasas de crecimiento anuales de 18 paises industrializados con el fin de
predecir la mediana de dichas tasas de dos formas, agregada y desagregada.
Curiosamente, a la hora de representar graficamente la serie temporal de las
medianas, los autores optan por dibujar la mediana dentro de los intervalos
que representan el rango intercuartilico de las 18 tasas de crecimiento anual.
El gréfico resultante representa claramente una serie temporal de intervalos,
tal y como se puede veren la figura 1.4. Dicha representacion puede verse
también como una serie temporal de histogramas incompleta. Si en ella apa-
reciesen representados el minimo y el maximo en cada instante temporal, se
tendria perfectamente representada la distribucién subyacente. La represen-
tacion resultante seria un grafico de cajas o bozplot (Tukey, 1977), que es,
como se verd en el capitulo 5, un tipo particular de histograma.

En Gonzélez-Rivera, Lee y Mishra (2008) podemos encontrar una ilustra-
cion con una serie temporal de histogramas. Dicha ilustracion es reproducida
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Figura 1.4: Medianas y rangos intercuartilicos de las tasas de crecimiento de
produccion real (%) de 18 paises industrializados (Zellner y Tobias, 2000)

en la figura 1.5. En ella, los histogramas representan la distribucién de los
rendimientos en % de un conjunto de acciones en el instante temporal ¢ o, lo
que ellos llaman, el ranking de seccién cruzada de los rendimientos en ¢. En
dicha imagen, las lineas que unen cada histograma representan el cambio de
posicion de una accion dentro de la distribucion (o ranking) de rendimientos.
En el trabajo de Gonzélez-Rivera et al. (2008), el interés reside en el estudio
de los saltos que realiza una accién entre dos rankings de rendimientos con-
secutivos en el tiempo. Sin embargo, no se plantea la prediccion de la serie
temporal de histogramas que es uno de los objetivos de esta tesis.

La serie de Zellner y Tobias (2000) y la de Gonzélez-Rivera et al. (2008)
son ejemplos de series temporales de intervalos y de histograma obtenidas
como sintesis o agregaciéon de las observaciones de una variable en un con-
junto de individuos. Por tanto, ambas corresponden al caso paradigmdtico 2.
Por su parte, los candlesticks y los intervalos de temperaturas son ejemplos
practicos del caso paradigmdtico 1.

1.1.4. ;Qué aportan las predicciones de las series temporales
de intervalo y de histograma?

Esta tesis propone el uso de series temporales de intervalos y de histogra-
mas para representar fenémenos donde las observaciones se vean afectadas
de cierta variabilidad. Tal y como se mostré en el apartado 1.1.2, cuando
surgen dichos fen6menos se suele recurrir a la agregacion temporal (ver caso
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Figura 1.5: Serie temporal de histogramas que representan la distribucion

de los rendimientos en % de un conjunto de acciones a lo largo del tiempo
(Gonzalez-Rivera et al., 2008)

paradigmdtico 1) o contemporénea (ver caso paradigmdtico 2) de los datos.
La predicciéon de una serie temporal de intervalos o de histogramas resulta
muy util si, en el fenémeno que se esta analizando, la variabilidad desempefia
un papel importante. En dichas situaciones, una predicciéon en forma de in-
tervalo permite conocer anticipadamente la variabilidad futura en forma de
rango, mientras que una predicciéon en forma de histograma informa ademas
sobre como se distribuirdn los valores dentro de dicho rango.

Si la variabilidad no es importante, un valor agregado como la media
(para el caso paradigmdtico 2) o un valor muestreado en un determinado
instante (para el caso paradigmdtico 1) puede ser suficiente. Sin embargo,
si, como en las finanzas y en la meteorologia, el interés reside precisamente
en conocer la variabilidad del fenémeno y no tanto su tendencia central,
entonces las series temporales de intervalos y de histogramas son de gran
utilidad.

Ademas, puede darse el caso de que los datos que se estdn manejando
deban ser tratados de forma agregada porque hacerlo de forma desagregada
sea dificultoso o directamente infactible. A continuacion, se muestran dos
ejemplos que ilustran estas situaciones. El primero de ellos es del tipo descrito
en el caso paradigmdtico 1, mientras que el segundo es del tipo descrito en
el caso paradigmdtico 2.

» Tal y como indican Engle y Russell (2009), las series temporales fi-
nancieras intra-diarias presentan una serie de caracteristicas que hace
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que sea dificil tratarlas y predecirlas mediante métodos clésicos. Es-
tas caracterfsticas son: espaciado temporal irregular, patrones de com-
portamiento diarios, el valor discreto de los precios y la existencia de
dependencia compleja. Por esta razén, estas series se prestan especial-
mente bien a ser manejadas de forma agregada. Una forma de agregar
esta informacién es mediante los intervalos de valores minimo-maximo
y apertura-cierre. Si lo que se quiere es conocer la distribucion futura
global de los datos, modelar la serie de alta frecuencia como una serie
temporal de histogramas es una buena alternativa. Por tltimo, hay que
tener en cuenta que, en estos casos, predecir la serie intradiaria para el
dia siguiente es una tarea practicamente imposible. Sin embargo, pro-
nosticar el rango en el que se va a mover dicha serie o la distribucion
de sus valores es, como se verd en esta tesis, factible.

= Si se considera el caso de un instituto de estadistica que esta estu-
diando la evolucién de una variable en el conjunto de la poblacién, lo
habitual es que dicho instituto trabaje con una muestra de la poblacién
de m individuos. En dicha muestra, muy posiblemente los individuos
para los que se recoge la informacién en cada instante de tiempo no
sean los mismos, por tanto no se pueden considerar m series tempo-
rales, una para cada individuo, y la agregacién es la tinica forma de
manejar dicha informacién. En esos casos, la media ofrece informacion
interesante sobre la poblacién, pero el intervalo complementa dicha
informacién mediante el rango y el histograma sobre la distribucion
de valores sobre dicho rango. También puede suceder que, aunque sea
posible predecir las m series temporales individuales, su namero sea
tan alto que no sea recomendable; especialmente, si el interés reside en
conocer el comportamiento de la poblacién y no de los individuos.

1.1.5. Meétodos desarrollados al margen de la tesis

En el momento del inicio de esta tesis, el afio 2004, no existia ningin
método para predecir series temporales de intervalo, ni de histograma. Por
ello, la tesis se plante6 como la primera aportacion dentro de dicho ambito.
Sin embargo, paralelamente al desarrollo de esta tesis, han ido apareciendo
publicaciones que comienzan a abordar el estudio de series temporales de
intervalo.

Teles y Brito (2005) plantean una primera aproximacion a la prediccion
de estas series por medio de modelos ARMA. En esta aproximacion, tanto
la serie de los minimos, como la serie de los maximos son modeladas cada
una de ellas mediante una ecuacion ARMA con los mismos parametros, pero
con distinta constante. Por su parte, Maia, de Carvalho y Ludermir (2006a)
trabajan con una serie temporal de intervalos descomponiéndola en la serie
temporal de los centros y la de los radios y ajustando para cada una de ellas
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o un modelo ARMA o un modelo hibrido que combina el modelo ARMA y
el perceptrén multicapa. Estos métodos seran explicados con mayor detalle
en el capitulo 3.

Respecto a las series temporales de histograma, s6lo el trabajo de Maté y
Gonzalez-Rivera (2007) plantea un método para predecir series temporales de
histograma. En dicho trabajo, se predice la serie por medio de la técnica del
anélisis de componentes principales para datos de histograma desarrollado en
Rodriguez, Diday y Winsberg (2000). La escasez de métodos propuestos para
trabajar con series temporales de histogramas es debida a que el histograma
es notablemente mas complejo que el intervalo y que, por tanto, desarrollar
métodos para analizar histogramas es més complicado que desarrollarlos para
intervalos. Esta idea puede corroborarse consultando los métodos para uno y
otro tipo de variable que aparecen en los principales libros de datos simbélicos
(Bock y Diday, 2000; Billard y Diday, 2006b; Diday y Noirhomme, 2008). Sin
embargo, pese a su complejidad, la informacion que aporta un histograma es
mucho mas rica que la que aporta un intervalo. Por ello, esta tesis propondra
métodos para pronosticar series temporales de histogramas.

En el siguiente apartado se mostrard en detalle el planteamiento que se
ha seguido para abordar la predicciéon de series temporales de intervalos y
de histogramas.

1.2. Planteamiento de la tesis

El objetivo principal de la tesis es el desarrollo de métodos de prediccién
para series temporales de intervalos y de histogramas y su aplicacién en
ejemplos reales para demostrar su efectividad. La tesis surge de la confluencia
de dos disciplinas: el analisis de datos simbolicos (4rea que se ocupa del
analisis estadistico de datos de intervalo y de histograma) y la prediccion de
series temporales.

El analisis de datos simbolicos (Bock y Diday, 2000) es una disciplina que
considera que la realidad es, en algunos casos, demasiado compleja como para
poder ser representada mediante variables clésicas. Por ello, para describir
conceptos o grupos de elementos, propone el uso de variables simbdlicas, ya
que estas permiten representar la variabilidad que a menudo se observa en la
realidad. Entre las variables simbélicas se encuentran las listas de valores, las
variables de intervalo, las variables modales y las variables de histogramas.
Los libros de Bock y Diday (2000), Billard y Diday (2006b), y Diday y
Noirhomme (2008) compendian la mayor parte de los métodos para analizar
este tipo de datos. Sin embargo,en estas obras no se propone ningin método
de prediccién de series temporales de intervalo o de histogramas. No obstante,
para desarrollar los métodos de prediccién que se proponen en esta tesis ha
resultado crucial el conocimiento de los fundamentos en que se basan los
métodos de anélisis de datos simbdlicos.
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1.2.1. Meétodos desarrollados en esta tesis

Los métodos de prediccion que se van a proponer en esta tesis adaptan al
contexto simbdlico métodos de prediccidon ya existentes en el contexto de las
series temporales clasicas. La complejidad que entrana trabajar con datos
simbolicos es notablemente superior (especialmente en el caso de los histo-
gramas) a la que entrafia trabajar con datos clasicos. Por ello, los métodos
que se van a adaptar al contexto simbolico son métodos que tienen un apa-
rato matematico sencillo, pero, cuya capacidad predictiva ha sido probada
en las series temporales clasicas. Entre los métodos que van a ser adaptados
se encuentran los métodos de alisado (Gardner, 1985, 2006) y los métodos
de k-NN o de los k vecinos mas proximos (Yakowitz, 1987). En ambos méto-
dos, las predicciones se generan, grosso modo, como un promedio ponderado
de valores pasados de la serie. Por tanto, una parte muy importante de la
adaptacion de estos métodos al contexto simboélico consiste en determinar
como se calculara el promedio de un conjunto de intervalos y el promedio de
un conjunto de histogramas.

Para predecir con las series temporales de intervalos se proponen dos
aproximaciones:

= Predecir la serie mediante métodos de prediccién clasicos: consiste en
tratar la serie temporal de intervalos como un par de series temporales
clésicas que pueden ser la serie de los minimos y la de los maximos;
o0, alternativamente, la de los centros y la de los radios. Para prede-
cir cada una de estas series se puede utilizar la técnica de prediccién
clésica que mejor se ajuste a cada serie o se pueden modelar las posi-
bles interrelaciones entre las dos series consideradas mediante modelos
multivariantes (Liitkepohl, 2005), como el modelo de vectores autorre-
gresivos (VAR) o el modelo vectorial de correccion del error (VECM).

= Predecir la serie mediante métodos de prediccién que consideren el in-
tervalo como tal, se han desarrollado los siguientes, todos ellos basados
en la aritmética de intervalos (Moore, 1966):
e métodos de alisado exponencial
e algoritmo de los k vecinos mas cercanos (k-NN)
e perceptron multicapa: trabajo liderado por Antonio Munoz (Mu-

noz San Roque, Maté, Arroyo y Sarabia, 2007)

En cuanto a la prediccién de series temporales de histograma se han
propuesto las siguientes técnicas:

= Dos adaptaciones distintas de los métodos de alisado exponencial

e Utilizando la aritmética de histogramas (Colombo y Jaarsma,
1980) para realizar los promedios.
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e Sustituyendo el calculo del promedio, que permiten alisar la serie,
por el calculo del baricentro de un conjunto de histogramas (Irpino
y Verde, 2006b).

= Una adaptacion del algoritmo de k-NN que utiliza también el concepto
de baricentro para generar las predicciones y las distancias de Mallows
vy de Wasserstein para encontrar a los vecinos més préximos.

Con estos métodos, la tesis abre un camino que hasta la fecha estaba
practicamente inexplorado pero que ofrece muchas posibilidades tanto a nivel
de investigacién, como a nivel de aplicacion.

1.3. Organizacién de la exposicién

Este primer capitulo ha servido como introduccién a la tesis, describiendo
el problema que se va a tratar y la forma en que se va a abordar. En el capitulo
2 se dard un repaso a los métodos propuestos en la literatura para analizar
datos simboélicos de intervalo y de histograma. En dicho capitulo, se analizara
la forma en que estos métodos trabajan con intervalos y con histogramas, ya
que algunos de ellos serviran como base para los métodos que se propondran
méas adelante.

En el capitulo 3 se definir4 el 4rea en la que se centra la tesis: la prediccion
de series temporales donde la variable observada es una variable simbélica de
intervalo o de histograma. En dicho capitulo se relacionaré éste area con las
series temporales clasicas y con otras propuestas existentes que trabajan con
series mas complejas que las clasicas o que pretender obtener predicciones
que vayan mas alla de la mera estimacién puntual. Las aproximaciones que
se abordaran son:

s Dentro del drea de las series temporales clasicas: las predicciones de
intervalo (Chatfield, 2001a) y densidad (Tay y Wallis, 2000), las series
temporales multivariantes y la agregacion de series temporales.

= Al margen de las series temporales clasicas: la prediccion de series
temporales de candlesticks en el ambito financiero (Lee et al., 2006),
las series temporales simbolicas basadas en alfabetos de simbolos (Daw
et al., 2003) y las series temporales simbolicas basadas en variables
simbolicas, sobre las que se centra la tesis.

Puede verse que las dos tltimas aproximaciones tienen el mismo nombre,
series temporales simbdlicas. Sin embargo, ambas proceden de areas distin-
tas: el andlisis simbélico y el anélisis de datos simbélicos, respectivamente.
El primero trabaja con datos expresados mediante un alfabeto de simbolos
y el segundo con datos expresados mediante intervalos, histogramas, listas
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de valores (categoricos o no), etc. Pese a algunas similitudes entre las dos
disciplinas, las diferencias son notables.

La tesis se centra en las series temporales de intervalos y de histogra-
mas. El capitulo 3 revisara las métodos que se han propuesto dentro de este
enfoque y al margen de esta tesis.

El capitulo 4 se ocupa de las series temporales de intervalos. Propone una
definicién de las mismas, explica como se pueden obtener, define medidas de
error para estas series y propone distintas aproximaciones para predecirlas:
el uso de métodos clasicos sobre las series de los componentes del intervalo;
v la propuesta de métodos que trabajan con el intervalo como tal, como son
los alisados exponenciales, el k-NN y el perceptrén multicapa. El capitulo
también incluye la comparacién de las distintas aproximaciones sobre series
termporales de intervalos reales.

El capitulo 5 estd dedicado a las series temporales de histogramas. En
él, se aborda la definicién de estas series, la propuesta de medidas de error
paraellas y el desarrollo de métodos de prediccién, entre los que se encuen-
tran: los alisados exponenciales basados en aritmética de histogramas y en
el concepto de baricentro de un conjunto de histogramas, y una adaptaciéon
del algoritmo de k-NN basado también en el concepto de baricentro de un
conjunto de histogramas. Los métodos de predicciéon propuestos se prueban
sobre series provenientes de diferentes ambitos.

Los resultados que obtienen los métodos de prediccién propuestos para
series temporales de intervalos y de histogramas son, en lineas generales, muy
satisfactorios y vienen a subrayar la utilidad de los métodos propuestos. El
capitulo 6 concluye y presenta las lineas de trabajo futuro.

Ademas, la tesis incluye dos apéndices. En el apéndice A se revisan los
fundamentos de los métodos de prediccion clasicos que son adaptados en la
tesis al contexto simbélico. Por otro lado, el apéndice B explica en detalle
el procedimiento que se utiliza para calcular el baricentro de un conjunto de
histogramas basado en las distancias de Mallows y de Wasserstein.






Capitulo 2

Estado del Arte del Analisis de
Datos Simbodlicos

Lee, lee, lee. Lee de todo - basura, cldsicos, bueno
y malo, y observa como lo hicieron. Haz como el
carpintero que trabaja como aprendiz y estudia a
su maestro. jLee! Lo absorverds. Después escribe.
Si es bueno, te dards cuenta.

Si no lo es, tiralo por la ventana.

William Faulkner

En este capitulo se realiza una revision del analisis de datos simbdlicos. Esta dis-
ciplina tiene como finalidad extraer informacién de datos representados por medio de
intervalos, listas de valores, variables modales, histogramas, etc.

El capitulo revisarad a fondo las técnicas propuestas para analizar datos descritos
mediante variables de intervalo y de histograma. El capitulo también recogera otros
métodos no provenientes del analisis de datos simbdlicos pero que también trabajan
con intervalos e histogramas.

2.1. Introduccion

Los datos simbdlicos son un paradigma de representaciéon de la informa-
cion que surge a finales de los ochenta (Diday, 1987) bajo la premisa de que
las variables clasicas, i.e., aquellas que a cada individuo le asignan un tnico
valor, no son capaces de representar con fidelidad algunas situaciones. Por
ejemplo, mediante una variable clasica se puede describir el peso o la altura
de un caballo determinado, pero, jqué sucede si se quiere describir a la espe-
cie“caballo andaluz”? En ese caso, las variables clésicas no permiten recoger
la riqueza de informacién que la realidad ofrece.

Entre las variables simbolicas se incluyen las listas de valores, los inter-
valos, las variable modales y las variables de histograma. Siguiendo con el

17
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ejemplo anterior, para describir la capa de los caballos andaluces se puede
emplear la lista {tordo, bayo} y para describir su peso en kilogramos el in-
tervalo [400,450]. Si se optase por emplear una variable modal podriamos
describir con mayor precision la capa de los caballos andaluces dando un peso
asociado a los valores ‘tordo’y ‘bayo’que representase la frecuencia con que
se dan estas capas en dichos caballos. De la misma forma, para la magnitud
peso, en lugar de un intervalo con el rango se puede utilizar un histograma
que represente la distribucién de frecuencias del peso en la especie de los
caballos andaluces. Resulta obvio que las variables clasicas no son capaces
de presentar tanto nivel de detalle de forma sintetizada.

En el ejemplo, la forma de construir la descripcion simbélica del concepto
“caballo andaluz” es mediante el resumen de una serie de observaciones indi-
viduales de dicho concepto. Esta forma de construir los conceptos tiene un
nexo muy claro con las ideas aristotélicas sobre la percepcién de la realidad.
Aristoteles afirmaba que, mediante los sentidos, el hombre sélo puede cap-
tar lo individual, es decir, las formas sensibles de las cosas concretas. Pero
que, gracias al entendimiento, el hombre es capaz de captar la esencia de
esas cosas concretas. De esta forma, el hombre concibe el concepto universal
“caballo” a partir de la percepcion de una serie de caballos concretos. Segun
Aristoteles, posteriormente el hombre aplica los conceptos universales que se
ha formado a cada uno de los individuos concretos de los cuales puede tener
conocimiento por medio de sus sentidos.

Los datos simbélicos, a diferencia de los clasicos, permiten representar
conceptos de una manera sintética y descriptiva. Sin embargo, el término
concepto hay que entenderlo en un sentido amplio, ya que no sélo hace re-
ferencia a conceptos genéricos como “caballo” u “hombre”; sino a conceptos
més concretos como “mujer de entre 20 y 30 anos” o “comprador de un de-
terminado modelo de coche”, que son més interesantes desde la perspectiva
de las aplicaciones practicas.

La caracteristica fundamental de los datos simboélicos es que permiten la
descripcion de elementos o fené6menos donde exista una variabilidad interna.
Los conceptos implican variabilidad ya que las distintas realizaciones de ese
concepto pueden ser algo diferentes entre si. La variabilidad surge de manera
natural al agregar observaciones. Por agregacién se entiende la recopilacion
de observaciones que satisfacen un requisito que les permite ser agrupadas.
La agregacién puede ser:

» Contemporénea, si se recopilan observaciones recogidas en un mismo
instante temporal o cuando el instante temporal no es relevante.

s Temporal, si el criterio de agregacion es el tiempo y se recopilan ob-
servaciones ocurridas a lo largo de una unidad de tiempo, e.g. un dia.

Los ejemplos dentro del drea de la estadistica o de la mineria de datos son
incontables, e.g. las caracteristicas resumidas de todas las transacciones ban-
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carias o de todas las compras realizadas por un individuo en un estableci-
miento, un resumen de los datos monitorizados de un paciente a lo largo de
un periodo de tiempo, la caracterizacion de distintos segmentos de clientes o
de consumidores, las caracteristicas de una cartera de valores, etc. En todos
estos ejemplos de agregacion, la representacion simbélica de la informacion
permiten obtener descripciones mas fieles. Ademas, si el nimero de elemen-
tos a considerar es enorme o el propésito es el de estudiar la magnitud de
forma agregada, puede ser la tnica alternativa razonable.

Hoy en dia, con la popularizacion de la informatica y de las bases de
datos, el tamafio de los conjuntos de datos ha aumentado notablemente y la
agregacion se presenta como una herramienta necesaria para poder ordenar
v extraer el conocimiento de dichos conjuntos.

La agregacion permite distinguir entre observaciones de primer nivel y de
segundo nivel. Las de primer nivel representan a individuos y las de segundo
nivel representan a colectivos. También es posible que haya observaciones de
tercer nivel o incluso de niveles superiores. Este puede ser el caso de los datos
recogidos por un instituto estadistico que puede agregar los datos individua-
les por ciudades y a continuacién por regiones, y analizar posteriormente los
datos entre las distintas regiones. Los datos simbélicos permiten representar
observaciones de segundo nivel y de niveles superiores.

Los datos simboélicos también permiten representar dependencias logicas,
taxondémicas o jerarquicas. Una dependencia légica puede ser, por ejemplo,
una regla que se aniada para mantener la integridad al agregar los datos, por
ejemplo, si la edad de un mujer es menor de catorce anos, no puede tener
hijos, esto evitaria que al representar el concepto “mujer” se pudiese inter-
pretar que una mujer menor de 14 anos puede tener hijos. Las taxonomfias
permiten representar variables en forma de arbol invertido donde cada nivel
representa un nivel de generalidad: las hojas representan el menor nivel y la
raiz representa el mayor. Por su parte, las jerarquias de variables permiten
establecer relaciones madre-hija entre variables, de forma que una variable
hija s6lo estd operativa dependiendo del resultado de la variable madre en
el nivel superior. Por ejemplo, la variable hija ‘edad del conyuge’ sélo tiene
sentido si la variable madre ‘casado’ es cierta.

2.1.1. Diferenciaciéon entre dato simbélico, nimero borroso
y nimero con incertidumbre asociada

El paradigma simbélico de representacion de la informaciéon hace frente a
una importante limitacién que sufre el paradigma clasico: la incapacidad de
representar variabilidad asociada a una observacién. Sin embargo, no es el
uinico paradigma que trasciende a la forma clasica de representar las observa-
ciones. Kl paradigma borroso y el paradigma de representacién de ntmeros
con incertidumbre también se encuentran dentro de esa categoria. Por ello,
es conveniente establecer la diferencia entre estos tres paradigmas.
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El paradigma simbélico, en el que se sitta esta tesis, permite representar
observaciones que conllevan una variabilidad interna. De esta manera, si en
un individuo se observa como valor de una determinada magnitud un interva-
lo simbolico, [a,b] con a < b, la interpretacion correcta consiste en considerar
que el individuo toma o puede tomar varios valores dentro de ese intervalo.
Por tanto, el intervalo acota los valores que el individuo puede tomar. Dentro
del paradigma simbélico, se asume normalmente que la distribucién dentro
del intervalo es uniforme.

El paradigma borroso de representacion de la informacién que tiene su
origen en la década de los 60 (Zadeh, 1965) no pretende representar variabi-
lidad, sino la imprecisién, como contraposicién a la exactitud de los valores
en el paradigma clasico. La imprecision se representa mediante una funcion
de pertenencia cuyo dominio es el rango de la variable y que toma valores
entre 0 y 1. En dicha funcion el 0 representa el minimo grado posible (el
individuo no “pertenece” a ese valor o etiqueta lingiiistica) y 1 el maximo (el
individuo “pertenece” a ese valor o etiqueta lingiiistica con el maximo nivel
de presuncion). Si el namero borroso es expresado como un intervalo, sobre
él no se impone ninguna funcién de distribucién ya que los niimeros borrosos
no tienen un nexo con los conceptos de frecuencia o de probabilidad, sino con
el concepto de posibilidad. Existen ntumeros borrosos méas sofisticados que
los intervalos como los triangulares, los trapezoidales, los campaniformes o,
incluso, niimeros cuya funcién de pertenencia no es convexa.

El analisis de intervalos (Moore, 1966) es otro paradigma de representa-
cién de la informaciéon cuyo objetivo es representar la incertidumbre asociada
a una observacién. En este area, si el valor de una determinada magnitud
se expresa como un intervalo, lo que se quiere representar es que el valor
real (y unico) de la magnitud se encuentra acotado por el intervalo dado. En
otras palabras, dicho intervalo es una estimacién pesimista del rango en el
que se encuentra el valor real. Una aplicacién tipica de éste paradigma es el
manejo y andlisis de datos cuyos valores contienen imprecisiones debidas a
errores de medida. Si la informacién de la incertidumbre es mas detallada,
puede representarse mediante una funcién de distribucién que podria estar
en forma de histograma. Este enfoque se abordard con mayor profundidad
en la seccién 2.7.

La relacion entre el intervalo (del analisis de intervalos) y un ntamero bo-
rroso es bastante estrecha. El primero representa incertidumbre proveniente
del proceso de medida, mientras que el segundo normalmente representa in-
certidumbre que proviene de estimaciones de los expertos. El intervalo puede
verse como un caso particular de ntimero borroso y un ntiimero borroso pue-
de descomponerse en una familia de intervalos anidada (llamados a-cortes).
Las técnicas del analisis de intervalos no fueron disenadas para trabajar con
los datos borrosos, sin embargo, debido a la descomposicién de un ntimero
borroso en a-cortes, se usan a menudo para tratar a-corte a a-corte los da-
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tos borrosos. La relacién entre ambas areas es clara y cada vez més fluida,
como demuestra que se hayan dedicado o se vayan a dedicar a su estudio un
niamero especial de la revista Fuzzy Sets and Systems (Lodwick y Jamison,
2003), un futuro ntumero especial de Reliable Computing, revista de referen-
cia en el anélisis de intervalos, o sesiones dentro de conferencias tales como
la International Conference on Fuzzy Systems FUZZ-IEEE’2008.

2.1.2. El Analisis de Datos Simbolicos

Tal y como se ha mencionado, el paradigma de los datos simbélicos es una
extension del paradigma de datos clasicos que tiene como objetivo plasmar
situaciones reales que, por su complejidad y riqueza de informacion intrinse-
ca, no pueden ser reflejadas adecuadamente mediante el paradigma clasico.
Su principal caracteristica es que pueden describir la variabilidad inherente
a cada observacién. Esto es posible porque su estructura es mas compleja
que la de los datos clasicos (e.g. los intervalos se caracterizan mediante dos
valores que representan los extremos del intervalo). Al tener una estructura
distinta que la de los datos clésicos, las técnicas de anélisis del paradigma
clasico no son validas para analizar los datos simbélicos. Por ello, es necesa-
rio desarrollar un nuevo catalogo de métodos que sean capaces de extraer el
conocimiento de este nuevo tipo de datos. Este es el proposito del anélisis
de datos simbélicos.

Una de las aplicaciones mas claras del andlisis de datos simboélicos es
la extraccién de conocimiento de las grandes bases de datos. En los 1lti-
mos tiempos, con el advenimiento de la era informatica, la capacidad de
almacenamiento de datos se ha disparado y las bases de datos pueden ser
practicamente tan grandes como se desee. En consecuencia, los conjuntos de
datos que se pueden extraer de ellas pueden tener facilmente cientos de varia-
bles y miles de registros. Afortunadamente, paralelamente a la capacidad de
almacenamiento, también ha ido aumentando la capacidad de procesamiento
de informacién y los ordenadores son capaces de trabajar con conjuntos de
datos bastante grandes. Sin embargo, aunque en muchos casos sea compu-
tacionalmente posible abordar el anilisis de los datos almacenados con las
técnicas tradicionales, Billard y Diday (2003) se preguntan si es realmente
apropiado. Siguiendo con el ejemplo de las tarjetas de créditos, cabe pre-
guntarse si las transacciones que se afiaden un tiempo maés tarde, ;pueden o
deben considerarse como pertenecientes a la misma poblacion? ;qué pasa si
los patrones de comportamiento han cambiado?

Mas alla de estas preguntas, resulta incuestionable que las nuevas bases
de datos presentan una oportunidad para el desarrollo de nuevas metodolo-
gias que permitan extraer el conocimiento subyacente. La aproximaciéon que
plantea el anélisis de datos simboélicos consiste en resumir dichas bases de
datos mediante un procedimiento de agregacién y analizar el resultado de
la agregacion. Mas concretamente, en el anélisis de datos simbélicos los in-
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dividuos se agregan en grupos que obedecen a un determinado criterio (e.g.
varones de una determinada franja de edad, habitantes de una determinada
region, transacciones realizadas en dia festivo, etc.) y que reciben el nombre
de objetos simbdlicos. Los objetos simbdlicos son representados mediante va-
riables simbélicas que son capaces de recoger la variabilidad inherente a un
grupo de individuos y son analizados con técnicas especialmente preparadas
para trabajar con ellos. En Bock y Diday (2000) se pueden encontrar mas
detalles sobre la metodologia que propone el andlisis de datos simbélicos.

En algunos casos, el resultado de técnicas de andlisis (simbdlicas o no)
puede ser expresado mediante datos simbélicos v ser el punto de partida
de subsiguientes anélisis. Por ejemplo, consideremos el caso de los datos del
censo de un determinado pais en el que se pretende formar clusters de gente
desempleada y caracterizar dichos clusters mediante objetos simbélicos. A
partir de las caracteristicas de los clusters formados (i.e. de los valores sim-
boélicos que describen los clusters), se pueden identificar los individuos que
forman parte de dichos clusters en otros paises y comparar ambas poblacio-
nes mediante otras técnicas no simbolicas. Los trabajos de Laaksonen (2008)
y de Mas y Olaeta (2008) contienen ejemplos de aplicaciones de anélisis de
datos simbodlicos sobre datos reales.

El catalogo de métodos simbdlicos desarrollados hasta el momento es es-
caso, aunque ha aumentado mucho en los dltimos anos. Por ello Billard y
Diday (2003) exhortan a la comunidad cientifica para que desarrolle méas mé-
todos rigurosos desde el punto de vista matemético. Posteriormente, Billard
y Diday (2006b) afirman que los métodos simbélicos desarrollados hasta el
momento son intuitivamente correctos ya que funcionan y subsumen a los
métodos clasicos, es decir, que, si se analizan datos clasicos con dichos mé-
todos simbolicos, los resultados que se obtienen son los mismos que los que
se conseguirian empleando los métodos clasicos.

Palumbo y Irpino (2005) consideran que muchas de las técnicas de analisis
de datos simbélicos desarrolladas hasta el momento, son adaptaciones de
técnicas ya existentes para datos clasicos. Sin embargo, afirman que dada
su particular naturaleza, los datos simbélicos necesitan también de técnicas
de anélisis y de estadisticos que no tienen por qué tener un equivalente en
el anélisis de datos clésico. Estos autores reflexionan sobre la evolucién del
andlisis de datos simboélicos y afirman que, en un primer momento, algunas
de las técnicas propuestas recurren a una codificacién de los datos simbélicos
que les permitan ser tratados por los métodos tradicionales. Sin embargo, los
autores consideran que el reto es desarrollar métodos numéricos y estadisticos
que estén disenados especificamente para trabajar con datos simbolicos.

2.1.3. Hitos en la historia del analisis de datos simboélicos

El padre del analisis de datos simbélicos es Edwin Diday. Antes del na-
cimiento de la disciplina, Diday habia trabajado extensamente en el area
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de los métodos de andlisis cluster. Una de sus preocupaciones era la carac-
terizacion de los clusters que se obtenian en los andlisis (Diday, 1976) y el
llamado clustering conceptual (Michalski, Diday y Step, 1982). Estas ideas
fueron seguramente el germen que dio lugar al anélisis de datos simbdlicos
(Diday, 1987).

La disciplina recibe un notable impulso con el proyecto SODAS (Symbo-
lic Official Data Analysis System), proyecto Esprit europeo llevado a cabo
entre 1996 y 1999. La finalidad de este proyecto fue extender los métodos
de andalisis de datos clasicos a los datos simboélicos, ya que estos tltimos son
més completos que los clasicos a la hora de describir conceptos y grupos de
individuos. Para ello, desarrollaron una metodologia que abarcaba desde la
extraccion de datos simbélicos de grandes bases de datos, pasando por la vi-
sualizacion de datos simbdlicos hasta su anélisis mediante distintas técnicas.
Dicha metodologia quedo6 recogida en el software SODAS 1.0 *.

En el proyecto SODAS participaron quince instituciones de nueve paises
europeos. El campo de aplicacién principal del proyecto eran las estadisticas
oficiales y por ello el proyecto conté con la colaboracién de tres institutos
estadisticos: EUSTAT del Pafs Vasco, INE de Portugal y ONS de Inglaterra.
Entre los frutos mas significativos del proyecto SODAS cabe destacar la
primera obra en recoger el estado del arte del anéalisis de datos simbélicos
(Bock y Diday, 2000).

El proyecto ASSO (Analysis System of Symbolic Official data), desarro-
llado entre enero de 2001 y diciembre de 2003, supone la continuacion del
proyecto SODAS. ASSO form¢ parte del quinto Programa Marco de 14D
de la Unién Europea. El objetivo de ASSO fue desarrollar métodos, meto-
dologfas y herramientas software para el analisis multidimensional de datos
complejos (numeéricos y no numéricos) procedentes de las bases de datos de
los institutos y oficinas estadisticas y de la administraciéon publica.

Entre los frutos del proyecto ASSO cabe destacar el nacimiento de la
revista Electronic Journal of Symbolic Data Analysis (EJSDA) y la segunda
version del software de analisis de datos simbélicos SODAS 2. En 2004, bajo
el auspicio de la International Federation of Classification Societies (IFCS),
se fundé un grupo transversal dedicado al andlisis de datos simbdlicos, cuyo
objetivo es promover la materia mediante la creacién de escuelas de verano, la
difusién de material didactico, el mantenimiento del EJSDA y la organizacién
de talleres y sesiones especiales en conferencias promovidas por la IFCS u
otras sociedades de clasificaciéon, como se hizo en la conferencia del TFCS
2006 celebrada en Ljubljana.

Se han publicado articulos introductorios a la materia en revistas como
Journal of The American Statistical Association (Billard y Diday, 2003) e
Intelligent Data Analysis (Diday y Esposito, 2003). Ademaés, desde el naci-

! Disponible en http://www.ceremade.dauphine.fr/%7Etouati/sodas-pagegarde.htm
2Disponible en http://www.info.fundp.ac.be/asso/sodaslink.htm
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miento de la disciplina han ido apareciendo nuevos métodos de anélisis de
datos simbélicos en numerosos congresos internacionales y en revistas cien-
tificas entre las que cabe destacar Pattern Recognition Letters (Irpino, 2006;
de Carvalho, Souza, Chavent y Lechevallier, 2006¢), Computational Statis-
tics and Data Analysis (Groenen, Winsberg, Rodriguez y Diday, 2006; Li-
ma Neto y de Carvalho, 2008), Advances in Data Analysis and Classification
(Gonzalez-Rodriguez, Blanco, Corral y Colubi, 2007), Discrete Applied Mat-
hematics (Diday y Vrac, 2005), Intelligent Data Analysis (Appice, d’Amato,
Esposito y Malerba, 2006), I[EEE Transactions on Systems, Man and Cyber-
netics (Ichino y Yaguchi, 1994) o Pattern Recognition (Gowda y Ravi, 1995),
entre otras.

En consecuencia, el catidlogo de métodos que trabajan con datos simbé-
licos esta creciendo en los ultimos tiempos. Un hecho significativo en este
aspecto es el namero especial de la revista Computational Statistics dedica-
do al anélisis de datos de intervalo (Palumbo, 2006) o el nimero especial
de Intelligent Data Analysis dedicado a los datos simbolicos y a los datos
espaciales (Brito y Noirhomme-Fraiture, 2006). Respecto a los métodos desa-
rrollados, hay que decir que gran parte de ellos trabajan exclusivamente sobre
variables de intervalos, mientras que los métodos dedicados a otras variables
simbélicas, como por ejemplo los histogramas, son menores en nimero. La
principal razén puede ser que el intervalo es el dato simbélico cuantitativo
més sencillo.

En los dltimos tiempos, han aparecido dos nuevos libros que revisan la
disciplina (Billard y Diday, 2006b; Diday y Noirhomme, 2008). Estos dos
libros son complementarios y suponen una actualizacién del primer volumen
que traté a fondo esta materia (Bock y Diday, 2000). El primero realiza una
revision de la definicién de los datos simbélicos y de las principales técnicas
de analisis de los mismos (estadisticos descriptivos, anélisis de clusters, de
componentes principales y regresion lineal). El segundo aborda la relacion
entre los datos simbdlicos y las bases de datos, explica el uso del software
SODAS desarrollado para el andlisis de datos simbolicos y amplia el catéa-
logo de técnicas adaptadas para tratar con datos simbélicos entre las que
se incluyen los perceptrones multicapa, los mapas de Kohonen, el anélisis
canoénico y los arboles de decisiéon Bayesianos.

2.1.4. Situacion de la tesis dentro del analisis de datos sim-
boé6licos

Aunque el andlisis de datos simbolicos es una disciplina muy reciente,
el conjunto de métodos simbodlicos estd aumentando notablemente en los 1l-
timos tiempos. Sin embargo, como es natural existen algunas areas dentro
de la mineria de datos y del aprendizaje estadistico donde aiin no hay de-
sarrollos. Al comenzar esta tesis, una de estas areas virgenes era la de la
prediccién de series temporales valoradas mediante variables simbolicas.
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Esta tesis fue planteada con el objetivo de comenzar a realizar desarrollos
en dicho campo. Més concretamente, el objetivo es desarrollar métodos de
prediccién para series temporales valoradas mediante variables de intervalo
y de histograma. Tal y como se comentard en el préoximo capitulo, recien-
temente han aparecido algunas propuestas de métodos para la predicciéon
de series temporales de intervalos. Esto es, sin duda, una buena senal que
indica que la disciplina prosigue su avance y que los investigadores trabajan
por ampliar sus limites.

En este capitulo, que revisa los logros del anélisis de datos simbdlicos,
se prestard especial atencién a los desarrollos para variables simbélicas de
intervalos e histogramas, que, por otro lado, son las que han centrado la
investigacion en el area hasta el momento. Ademas, también se mostraran
otros conceptos no provenientes del anilisis de datos simbélicos que también
trabajan sobre intervalos o histogramas y que, o bien ofrecen una perspectiva
diferente de los mismos, o bien son necesarios para los desarrollos que se
explicaran mas adelante.

2.2. Las variables simbdlicas

Como ya se ha dicho, las variables clasicas asignan a cada individuo un
tnico valor (ya sea categérico o cuantitativo). Sin embargo, las variables
simbolicas pueden contener variacién interna y pueden estar estructuradas.
Es precisamente la presencia de variacién interna la que hace que estas va-
riables resulten adecuadas para representar conceptos, clases, o grupos de
individuos. Como contraprestacion, las variables simbélicas son mas comple-
jas que las clésicas, por lo que los métodos de analisis clasicos no pueden ser
aplicados y se requieren métodos nuevos para tratar con este tipo de datos.

Variable aleatoria clasica. Un valor clasico o realizacion de una variable
aleatoria Y en el individuo w,,u = 1,...,m, serd denotado mediante z; que
representa a un unico valor del dominio ). Si la variable es cuantitativa
el dominio son los ntmeros reales, i.e. Y(w,) = x; € . Si la variable es
cualitativa el dominio es un conjunto de categorias finito.

Como ejemplos, se puede considerar la variable Y;(w,) que representa el
peso del individuo w,, en kg, de forma que Yj(w,) = 75, y la variable Y5 que
representa el color del pelo de w,, Y2(w,) = moreno.

Variable aleatoria simbélica multivalorada. Una variable aleatoria
multivalorada Y es aquella que para cada individuo wy,,u = 1,...,m, to-
ma como posibles valores uno o més valores de su dominio ), i.e. Y (w,) =
& = {ay,}, donde q;, € Y con I, = 1,...,k,. La lista completa de posi-
bles valores ) es finita y debe estar definida, ya sean valores cuantitativos o
cualitativos.
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Un ejemplo podria ser la variable Y (w,) que representa las ciudades en
las que ha residido el individuo w, a lo largo de su vida, e.g. Y (w,) =
{Madrid, Burgos, Santander}.

Variable aleatoria simbolica de intervalo. Una variable aleatoria de
intervalo es aquella que para cada individuo w,,u = 1,...,m, toma valores
en forma de intervalo, i.e. Y(w,) = &, = [ay,b,] C R, donde a, < by, y
Ay, by € RL.

En principio, el intervalo puede ser cerrado o abierto en cualquiera de
sus limites, i.e. (ay,buy), [@u, bu], [@u, bu], 0(ay, by]. El concepto de intervalo
abierto o cerrado estd muy ligado con el concepto de bola abierta o cerrada
que se usa en topologia. En esta disciplina, una bola abierta (resp. cerrada)
es un conjunto de puntos que distan de otro punto menos (resp. no mas) que
un cierto radio. Un intervalo, que queda definido por sus extremos, puede,
alternativamente, definirse por el centro (o punto medio del intervalo) y el
radio del intervalo. Siguiendo la notacién que se suele utilizar en topologia
para representar las bolas, el intervalo se reescribirfa como

Y (wy) = [ay, by] = B(cy, ), (2.1)
Y (wu) = (au, by) = B(cy,Tu),

donde ¢, = (b, + ay,)/2 es el centro del intervalo y r,, = (b, — ay,)/2 su radio.
De forma general, no se hara distincion sobre si los extremos del intervalo
son abiertos o cerrados y se representard a los intervalos de la siguiente forma

Y (wy) = (cu, Tu)- (2.3)

Un ejemplo de variable de intervalo seria la variable Y (w,) que represen-
tase el rango del gasto medio mensual en euros en ocio del colectivo w,. Si
w1 representa, pongamos por caso, al grupo de varones entre 12 y 16 anos
de Madrid un posible valor seria Y (w;) = [50,120] = (85, 35).

Variable aleatoria simbdlica modal. Una variable aleatoria modal es
aquella que para cada individuo w,,, u = 1, ..., m, toma valores de la siguiente
forma Y (wy) = &, = {nu, 7} donde 7, es un valor que pertenece al dominio
Y de valores cuantitativos o cualitativos y cuya cardinalidad puede ser finita o
infinita; 7, es una medida no-negativa asociada al valor 7, y que tipicamente
representa su peso, probabilidad, frecuencia relativa, aunque también podria
representar su grado de necesidad o de posibilidad.

Por ejemplo, la variable Y (w,) en un estudio de mercado puede repre-
sentar el producto elegido por el individuo w, y su grado de satisfaccion,
representado mediante un entero entre 1 y 5, Y (w,,) = {Coche modelo X, 4}.
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Variable aleatoria simbélica modal multivalorada. Sea ) un dominio
de valores cuantitativos o cualitativos y cuya cardinalidad puede ser finita
o infinita, una variable aleatoria modal multivalorada, Y, es aquella que
toma como valor un subconjunto de ) donde cada uno de los valores de ese
subconjunto tiene una medida asociada. Esto es, el valor de la variable para
el individuo wy,u = 1,.....,m, es Y(wy) = & = {Nuk, Tur} con k =1, ..., sy.
De esta manera, {n,...,ns,} C V.

Por ejemplo, la variable Y (w,,) puede representar el grado de concordan-
cia con la idea w, de los entrevistados en una encuesta de opinién. De esta for-
ma, un posible valor seria Y (w,) = {Muy de acuerdo, 0.3; De acuerdo, 0.3;
Neutral, 0.2; En contra,0.1; Muy en contra,0.1}. Como se puede ver la va-
riable modal multivalorada es, en este caso, un distribucién de frecuencias
de una variable cualitativa.

Variable aleatoria simbdlica de histograma. Una variable aleato-
ria de histograma es aquella variable cuantitativa en la que un individuo
Wy, u = 1,....;m, toma valores en R de la siguiente forma Y (w,) = & =
{lauk, buk), Tur} con k =1, ..., s,, donde s, es un niunero finito de intervalos
que forman el soporte del histograma para la observaciéon w,; y donde m, es
el peso en forma de probabilidad o frecuencia asignado al intervalo [ayg, buk)
con 22“:1 Tuk = 1.

Un ejemplo de variable simbolica de histograma puede ser el valor Y (wy,),
donde w,, representa una accién bursatil en un determinado periodo de tiem-
po, y Y(w,) es una variable de histograma que representase la distribucion
de la cotizacién de w, en euros en el periodo considerado. Un posible valor
serfa Y (w,,) = {[22,23),.16; [23,24), .34; [24, 25), .3;[25, 26), .2}.

Desde esta perspectiva se puede apreciar como las variables simbdlicas
subsumen a las variables clasicas. En realidad, un valor cuantitativo clasico
puede considerarse como un caso particular de una variable de intervalo (i.e.
un intervalo en el que los extremos coinciden en el mismo punto), o de una
variable de histograma (i.e. un histograma donde el tnico intervalo tiene
probabilidad 1, y sus extremos coinciden en el mismo punto). A su vez,
el intervalo puede considerarse como un caso particular de una variable de
histograma, es decir, un histograma con un tnico intervalo con probabilidad
1. De manera aniloga, un valor cualitativo clasico puede considerarse como
un caso particular de una variable simbélica modal simple o multivalorada.

Los datos simbdlicos, ademas de permitir representar la variabilidad in-
terna de las observaciones, también permiten representar informaciéon estruc-
turada. Mas concretamente, permite taxonomfias, e.g. el color es “claro” si es
“amarillo”; “blanco” o “rosa”; dependencias jerarquicas, e.g. la variable “mar-
ca del coche” s6lo debe aparecer si la variable “;tiene coche?” es verdadera,
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por tanto, ambas variables estan relacionadas jerarquicamente; dependencias
logicas, e.g. si la edad de un individuo es menor de dos meses, la altura de
dicho individuos es forzosamente menor de 75cm.

En el paradigma clésico, en la tabla de datos a cada individuo (fila de la
tabla), le corresponde un tnico valor de cada variable (columna). En el para-
digma simbdlico, la tabla de datos es similar, pero las celdas contienen datos
simbélicos. Cada fila contendra la descripcién simbélica de un individuo y
dichos individuos pueden ser entes colectivos o conceptos.

2.2.1. Descripcién virtual de una observacioén simbdlica

Para realizar analisis estadistico de individuos descritos con variables
simbélicas es necesario tener en cuenta que las variables simbélicas acarrean
de forma implicita una variabilidad. Por ejemplo, una observacién simbolica
en forma de intervalo quiere decir que todos los posibles valores de dicha
variable estan contenidos dentro del intervalo. Puede darse el caso de que
al considerar un individuo descrito por dos o més variables simbélicas no
todas las posibles combinaciones de tuplas de valores sean véalidas, ya que
pueden ser incongruentes o no coherentes con lo que pretenden representar.
Esta idea se expresa mas formalmente a continuacién mediante el concepto
de descripcion virtual.

Descripcion simbélica. La descripcion simbdlica de una observacion w,, €
E, dondeu =1,...,my FE es un conjunto de individuos, es dada por el vector
descripcion dy, = (&u1, -5 up), 0, de forma mas general por d € (Dy, ..., Dp)
en el espacio D = ><§:1Dj, donde la realizacién de la variable Y; puede ser
un valor clésico, z;, o un valor simbolico, §;.

Descripcion individual. Son aquellos vectores descripcién, denotados
por x, para los cuales cada D; es un conjunto de un tnico valor, i.e.,
T = (21,....,2p) =d = ({z1}, ..., {2p}), con ® € X = x[_, V.

Por ejemplo, consideremos el caso de dos variables (Y7,Y3) donde Y; re-
presenta la marca de coche de un individuo con valores )} = {Seat, Citroen...},
y Ya representa si el individuo tiene garaje con valores ) 9 = {No = 0,Si =
1}. El valor simbélico (Y1, Yu2) = &, = ({Opel, Audi}, {1}) tiene asociadas
dos descripciones individuales & = (Opel, 1) y = (Audi, 1).

Dependencia logica. Una dependencia légica puede expresarse como una
regla v,
v:[r €Al =[x e B] (2.4)

para AC D, BC D,y x € X y donde v es una aplicacion de X en {0,1}
con v(x) =1 (0) si la regla (no) es satisfecha por z. De ahi se deduce que
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un vector descripcion individual @ satisface la regla v siy s6losi x € AN B
oz ¢ A. Las reglas normalmente afectan a més de una variable.

Descripcion virtual. La descripcion virtual vir(d) del vector descripcion
d es el conjunto de todos los vectores descripcion individuales @ que satisfa-
cen todas las reglas de dependencia logica v definidas sobre X. Al conjunto
de reglas logicas se le denota mediante Vy. El concepto de descripcién virtual
se formaliza de la siguiente manera:

vir(d) = {x € D;v(z) = 1,Vv,v € Vx}. (2.5)

Esto quiere decir que a la hora de realizar un andlisis estadistico sobre
datos simbdlicos s6lo deben tenerse en cuenta aquellas descripciones indi-
viduales que cumplen las reglas de dependencia logica definidas sobre las
variables consideradas. Es decir, s6lo deben tenerse en cuenta aquellas des-
cripciones individuales que pertenecen a la descripciéon virtual del vector
descripcién simbolico.

2.3. Estadisticos descriptivos univariantes

El andlisis descriptivo béasico de una variable aleatoria suele incluir la
representacion del histograma de frecuencias y el calculo de estadisticos como
la media muestral y la varianza. El contexto en el que se van a definir estos
estadisticos es el siguiente.

Cada individuo w, € E con v = 1,...,m tomard como valor &, =
(&uts .-, &up) en la variable aleatoria Y = (Y71,...,Y,). Para agilizar la no-
tacién, en lo subsiguiente, se identificard w, € F como u € E.

El calculo de los estadisticos en las variables simbodlicas se ve afectado
por la presencia de reglas de dependencia. Se pueden consultar los detalles
en el capitulo 3 de Billard y Diday (2006b) y en Billard y Diday (2006a),
para las variables de intervalo. Para el propoésito de esta tesis basta decir
que si tenemos p variables simbélicas medidas sobre el individuo u y un
conjunto de reglas v = (v1,vg, ...) para calcular los estadisticos, s6lo se deben
tener en cuenta aquellos vectores de descripcion individuales x € vir(d,,) que
satisfacen todo el conjunto de reglas v.

2.3.1. Variables de intervalo

Los estadisticos descriptivos univariantes para variables de intervalo fue-
ron propuestos por Bertrand y Goupil (2000). Dada una variable aleatoria
de intervalo Y; = Z, la realizacién de Z en el individuo u € E es el valor
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de intervalo Z(u) = [ay, by]. Se asume que los vectores de descripcion indi-
viduales x € vir(d,) se distribuyen de manera uniforme sobre Z(u). Por lo
tanto, para cada &,

07 5 < ai“
Pl{zx < ¢&|z €vir(dy)} = bi:‘;f“ au§ < by, (2.6)
1, f > bu‘

Los vectores de descripcion individuales = toman valores en |,  vir(dy).
Ademés, hay que considerar que se asume que cada objeto es igualmente
probable con probabilidad 1/m.

Funcién de distribucién empirica. Dada la formula (2.6), la funcion de
distribucion empirica, Fz(§), es la funcién de distribucion de una mixtura
de m distribuciones uniformes {Z(u),u = 1, ...,m}, tal que

Fz(&) = — > Plx < &la € vir(dy)}
uekl
- oo+ X (52 27)

§€Z(u)

donde gz(§) es el namero de intervalos de la variable Z para los cuales & es
mayor o igual que su extremo superior.

Funcion de densidad empirica. La funciéon de densidad empirica de Z
es

1 1
19=2 % (5ta): (25)
w:é€Z(u)
0, equivalentemente,

f(&) = ;% % con £ € R, (2.9)

donde I,(-) es la funcién que indica si £ estd o no en el intervalo Z(u) y
donde || Z(u)]| es la longitud del intervalo. Notese que el sumatorio se realiza
so6lo sobre aquellos individuos u para los que £ € Z(u).

Histograma. Para construir el histograma de Z es necesario definir el
intervalo I = [minyeq, mazyepby] que abarca todos los valores observados
de Z en el dominio X, y dividir I en r intervalos I, = [(4—1,(y), con g =
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1,...,r=1,e I, = [(,—1,(]. Entonces la frecuencia observada para el intervalo
es I, es

fo =2 wer 1Z(u) N 1|
1Z ()|,

(2.10)

v la frecuencia relativa es

pg = fq/m. (2.11)

En este contexto py se interpreta como la probabilidad o la frecuencia rela-
tiva de que un vector descripcion individual arbitrario esté contenido en el
intervalo I,. El histograma de Z es la representacion gréafica de

{yg, fg),9=1,...,r},donde el area de I es p; = ({g — &g—1)fg- (2.12)

Bertrand y Goupil (2000) indican que usando la ley de los grandes nimeros,
la distribucion limite verdadera de Z como m — oo es sb6lo aproximada
por la distribucion exacta f(£) de la formula (2.9) ya que ésta depende
de la veracidad del hecho de que realmente el interior de cada intervalo se
distribuya segtin una distribucién uniformne.

Media muestral simbdélica. La media muestral simbélica de una variable
aleatoria de intervalo Z se calcula como sigue a partir de la formula de la
funcion de densidad empirica (2.9)

z - | Z £F(€)d,

m 2= | [z
el IR
m clk u au EEZ(U’)

_ Lybiza
- 2m by — ay,
uek

1
uel

Esta formula es consistente con la afirmacién de que dentro de cada
intervalo los valores se distribuyen segiin una uniforme, es decir, Z(u) ~
U(ay,by). Por tanto, E(Z(u)) = %. Puede verse claramente como la
media de una variable de intervalo es la media de los centros, ¢, = %, de
cada una de sus realizaciones.
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Varianza muestral simbdlica. La varianza muestral simboélica de una
variable aleatoria de intervalo Z se calcula de la siguiente manera

$ = /°°<§—Z>2f<s>df,

- (_/OOZ E1(e)de) - 2 @2.14)

A continuacion, utilizamos la formula de la funcién de densidad empirica
(2.9) para calcular lo siguiente

L [P L)
| enene - mUEZE/_OO5 Zwi®

1 bay 2
- = Z / § d¢
m aw bu— Gy

uel N
_ 1 b +ad (2.15)
3m by + ay '

A partir de las formulas (2.13), (2.14) y (2.15) obtenemos

2
1

1
5% = 5 > (0% + buau +al) — yr [Z(bu + ay)

m
uel uekl

(2.16)

La varianza se comporta de acuerdo con la afirmacién de que dentro de cada
intervalo los valores se distribuyen segiin una uniforme, es decir, Z(u) ~
U(ay,by), por lo que se cumple que Var(Z(u)) = W.

En Billard y Diday (2000) la definicién de varianza que ofrecen los autores

es la siguiente

§* = ﬁ > (bu+au)? - 4%12 [Z(bu + ay)

uelr uek

(2.17)

Esta definicién puede verse como la varianza de los centros de los intervalos
expresada como la diferencia entre el momento de orden 2 v el cuadrado del
valor esperado (i.e. de la media). Al manejar s6lo los centros esta definicion
no tiene en cuenta la longitud de los intervalos.

Tanto la definicién de varianza de (2.16), como la de (2.17) subsumen a la
definicién de varianza para datos clasicos. Esto quiere decir que si utilizamos
datos clasicos en ambas definiciones obtenemos el mismo resultado que se
obtiene con la varianza clasica. Segtn la definicién (2.17), el valor de la
varianza de un conjunto de intervalos iguales es cero, i.e. sea la variable Z tal
que Yu € E, Z(u) = [a, b], entonces S = 0. Este resultado es coherente con
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el hecho de que los intervalos son todos iguales, sin embargo, esta definicion
no sirve describir la variabilidad interna presente en cada intervalo; es decir,
la variabilidad debida a la longitud del intervalo. Dicha variabilidad si queda
recogida mediante la definicion (2.16) que recoge la varianza de cada intervalo
modelandola como la varianza de una distribucién uniforme.

2.3.1.1. Estadisticos basados en distancias

Chavent y Saracco (2008) proponen medidas de tendencia central y de
dispersion para intervalos definidas por medio de distancias. Para ello, mues-
tran la relacién que existe entre los estadisticos de tendencia central para
nimeros reales y unas distancias determinadas. Dicha relacién dice que el
estadistico de tencencia central ¢ pueden obtenerse resolviendo la siguiente
minimizacién

¢ = arg min ey Sp(c) = arg min cxl|z — cflp, (2.18)

donde z € R™ es un vector de m observaciones, | - ||, es la norma L, en R™
y ¢ € R™ es un vector con todos los elementos idénticos, i.e. ¢ = cI,,, donde
I,, es el vector unidad de dimensién m y ¢ € R. De forma que

= Sip =1, entonces ¢ es la mediana muestral del vector de observaciones
51 65 1a desviacion absoluta medi to a la medi
z'y =, es la desviacion absoluta media respecto a la mediana.

= Si p = 2, entonces ¢ es la media muestral del vector de observaciones
S2(8) sy, .
ZY o1 o8 la desviacién tipica muestral.

= Si p = 00, entonces ¢ es el rango medio del vector de observaciones z
¥ 2550(¢) es el rango muestral.

Chavent y Saracco (2008) extienden esta idea para desarrollar estadisticos
de tendencia central para intervalos, tal y como se muestra a continuacion.

El intervalo C' = &, B], que denota una medida de tendencia central para
la variable aleatoria de intervalo Z definida para todos los m individuos de
una muestra, se obtiene como resultado de la minimizacién de la medida de
dispersion S, (C)

C = arg mingS,(C) = arg ming <Z(d(C, Z(u)))p) ' , (2.19)

u=1

donde C' = [o, ] es un intervalo, d(C, Z(u)) es una distancia para intervalos
que hace la funcién que hacia el valor absoluto de la diferencia en el caso
de los nimeros reales, y p es el orden de la norma. Si consideramos que
los intervalos Z(u) y C, pueden reescribirse en notacion centro-radio como
Z(u) = {cy,ry) y C = (v,p), y consideramos distintas distancias y 6rdenes
p obtenemos los siguiente:
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= Si p = 1y la distancia que se utiliza es la distancia de Hausdorff,
d(C, Z(u)) = |y — cul + |p — rul, entonces C' = (4, p) es un intervalo
mediano cuyo centro y radio se obtienen como

4 = mediana(c,), con u =1,...,m (2.20)
b=

mediana(ry,), con u =1,...,m. 2.21)

= Si p = 2y la distancia que se utiliza es la distancia de Hausdorff,
d(C, Z(u)) = |y — cu| + |p — 7|, entonces C = [, (] es un intervalo de
tendencia central cuyo minimo y maximo se obtienen resolviendo un
problema de minimizacién de una funcién cuadratica. Pueden consul-

tarse mas detalles en Chavent y Saracco (2008).

= Si p = oo y la distancia que se utiliza es la distancia de Hausdorff,

d(C, Z(u)) = |y — cu| + |p — rul, entonces C' = [&, 5] es un intervalo de
tendencia central cuyo minimo y maximo se obtienen como

maxy (a,) — min,(ay)
2

maxy, (by,) — miny, (by,)
2

o’

(2.22)

8=

(2.23)

» Si p = 2 y la distancia que se utiliza es una distancia Lo del tipo,
d(C, Z(u)) = /(v — cu)? + (p — 1u)?, entonces C = (%, p) es el inter-
valo medio cuyo centro y radio se obtienen como

NE

1
F=—>) ¢ (2.24)
m=

M= 5

1
h—= — ” 2.9
p=—) T (2.25)

Il
—

u

El intervalo C' = (&, B] se puede hallar de forma equivalente como

L&
& = m;au (2.26)
. 1 &
f=-— > b (2.27)

Il
i

u

2.3.2. Variables de histograma

Se considera una variable aleatoria de histograma Y = Z y el individuo
weconu € E =[1,..,m], el valor Z(u) de la variable para el individuo «
es un conjunto de intervalos &,x = [auk,buk) con k = 1,...;s,, donde cada
intervalo tiene una probabilidad asociada py, tal que > ;| pur = 1.
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Por analogia al caso de las variables de intervalo, se asume que dentro
de cada intervalo &, cada vector de descripcion individual = € vir(d,,) esta
distribuido de manera uniforme dentro de dicho intervalo. Los estadisticos
descriptivos univariantes para variables de histograma fueron propuestos por
Billard y Diday (2003).

Funcién de distribuciéon empirica. La funcién de distribucién empiri-
ca, Fz(€), es la funcion de distribucion de una mixtura de m histogramas
Wy, w = 1,...,m, donde cada uno de los histogramas se descompone en s,
distribuciones uniformes I ~ U(ayk, bur) con k = 1,.... 8, v donde cada
distribucién uniforme tiene una probabilidad asociada py;. La funcién de
distribucién empirica se representa de la siguiente manera

Fi) = 3 Plo < gl € vird)

uelR
1 5 — Quk
= - E E Puk + E Puk < - > . (228)
m buk — Quk
uelE \E>byk §€luk

Funcién de densidad empirica. Segun Billard y Diday (2003), la funcion
de densidad empirica de Z es

IGEES ) ”ZI(Z(i))‘pk con € € R, (2:29)

ueFE k=1

donde I,,(+) es la funcion binaria que vale 1 si € esta en el intervalo Z(u) y
0 en caso contrario, y donde ||Z(u;k)|| representa la longitud del intervalo
Z(us k).

Histograma. FEl histograma que se obtiene a partir de un conjunto de
histogramas observados se construye de la siguiente manera. Sea I =
[Ming ye EOky, Maxy wepbry) €l intervalo que abarca todos los valores ob-
servados de Z en el dominio X', y sea una particién de I en r intervalos,
Iy = [(g-1,Cg), cong=1,....,r — 1, e I, = [(,—1,(]. Entonces la frecuencia
observada para el intervalo es I, es

Oz(9) = mz(giu), (2.30)

uekl
donde

Z(k;u)ynl
mz(giu) = Y ka, (2.31)
keZ(g) ’
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donde Z(k;u) es el intervalo [ay, byk), v donde el conjunto Z(g) representa
todos los intervalos Z(k;u) = [ayk, buk) que se solapan con I, para un indi-
viduo u dado. Por tanto, el cociente del sumatorio representa la fraccién del
intervalo Z(k;u) que se solapa con Iy.

De lo anterior se deduce que 22:1 Oz(g) = m. De ahi que la frecuen-
cia relativa para el intervalo I, sea p; = Oz(g)/m. El conjunto de valores
{(pg,1g),9 =1,...,r} representa el histograma de frecuencias relativas cons-
truido para la variable de histograma Z.

Media muestral simbélica Dada la formula de la funcién de densidad
empirica (2.9), la media muestral simbolica para histogramas se define como

Su

7 = % > [Z(buk + auk)puk] . (2.32)

ueFE Lk=1

Al igual que en el caso de las variables de intervalo, esta férmula es
consistente con la afirmacién de que dentro de cada intervalo los valores se
distribuyen segin una uniforme.

Varianza muestral simbdlica. La varianza muestral simbolica de una
variable aleatoria de histograma Z se calcula de la siguiente manera

Sy Su 2
52 = % Z [Z(bik + bukQuk + (Iik)puk] —ﬁ [Z Z(buk + auk’)puk] .

ueE Lk=1 ueFE k=1
(2.33)

La varianza se comporta de acuerdo con la afirmacién de que dentro de cada
intervalo los valores se distribuyen segin una uniforme.

En Billard y Diday (2002) la definicién de varianza que ofrecen los autores
es la siguiente

Su 2 Su 2
SQ = ﬁ Z [Z(buk + auk)puk] - ﬁ [Z Z(buk + auk)puk] :

uelE Lk=1 uel k=1
(2.34)

Como se puede ver, los estadisticos descriptivos para histogramas subsumen
a los estadisticos descriptivos para intervalos. Esto es correcto ya que un
intervalo no es méas que un caso particular de un histograma. Para el caso de
la varianza, la varianza para histogramas de (2.33) subsume a la definicion
de varianza para intervalos de (2.16) y a la definicion de varianza para datos
clasicos. De igual manera, la definicion de (2.34) , subsume a la de intervalos
de (2.17), que a su vez, subsume a la definicion de varianza para intervalos
datos clasicos. Al igual que como se ha explicado para el caso de los intervalos,
la diferencia entre ambas definiciones radica en que la definicién (2.33) si
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recoge la variabilidad interna de cada observacion (i.e. de cada histograma),
mientras que la definicion de (2.34) no lo hace.

2.4. Estadisticos descriptivos bivariantes

Cuando se estudian dos variables de manera simultinea, interesa conocer
como es su distribucién conjunta, esto se puede hacer con ayuda del histogra-
ma conjunto de ambas variables. Por su parte, los estadisticos descriptivos
bivariantes que caracterizan cé6mo es la relacion entre las dos variables interés
son las medidas de dependencia.

Los estadisticos descriptivos bivariantes para variables simbélicas de in-
tervalo y de histograma fueron propuestos por Billard y Diday (2003). Al
igual que en el caso univariante, el cdlculo de estos estadisticos se ve afectado
por la presencia de reglas de dependencia. Si tenemos p variables y un con-
junto de reglas v = (vy,vg,...), y R(u) representa el rectdngulo p-dimensional
de la observacion u, para calcular los estadisticos sélo debe tenerse en cuenta
la region V(u) C R(u) que satisface todo el conjunto de reglas. Para obtener
mas detalles se puede consultar el capitulo 4 de Billard y Diday (2006b) y el
articulo Billard y Diday (2006a) que desarrolla esta cuestion para variables
de intervalo.

2.4.1. Variables de intervalo

Consideremos dos variables aleatorias simbdlicas de intervalo Y =
{Y;,,Y},} valoradas para cada individuo w, € E con u = 1,...,m. Cada
una de estas variables Y; tomara valores en un subconjunto ); de la recta
real ®, V; C R, con YV; = {[a, 5], —00 < a, < oo}. Por coherencia con
la notacion anterior, se renombrard a las variables de la siguiente manera
Y, = Z1y Y, = Z5. Dichas variables toman como valor para cada indivi-
duo wy, € F un rectangulo Z(u) = Z1(u) X Za(u) = ([ay1, buil, [aue, buz]). Se
asume que los vectores descripcion individuales = € vir(d,,) se distribuyen
uniformemente sobre los intervalos Z;(u) y Za(u).

Funcién de distribucién conjunta empirica. La funcién de distribu-
ci6n conjunta empirica, Fz(£1,&2), se expresa de la siguiente forma

Fien&) = 3 Plor < 6,m < 6l(on,22) € vir(d))
uekE

9z(&1,&2)

gl

CE () e

by1 —a bus — a
(§1<bu1 o §2<bu2) ul ul u2 u2
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Figura 2.1: Funcién de distribucién conjunta empirica de dos variables de
intervalo Y7 y Ys para el valor (£1,&2)

donde gz(&1,&2) es el nimero de recténgulos Z(u) para los cuales £ > by y
&9 > bys. La figura 2.1 ilustra el concepto de funciéon de distribuciéon conjunta
empirica.

Funciéon de densidad conjunta empirica. Se define como

Fleng) = 3 B, (2.36)

uel

donde I,(&1,&2) es la funcion booleana que indica si el valor (£1,£2) se en-
cuentra o no dentro del rectangulo Z(u) y donde ||Z(u)|| es el area de dicho
rectangulo.

Histograma conjunto. De forma analoga al caso univariante (ver seccion
2.3.1), se deben dividir los intervalos I e I que abarcan todos los valores
observados en Z1 y Z en ry y 72 intervalos,l1 4, = [£1,91-1,81,91) € L2,go =
[£2,95—1,2,9,), Tespectivamente con gy = 1,...,71 y g2 = 1,..,72. Esto da
lugar a una particién del espacio ®? en una rejilla donde cada celda es un
rectangulo Ry g, = [£1,91-1,81,g1) X [€2,90—1,&2,95). La frecuencia absoluta
asociada al rectdngulo Ry, 4, se calcula de la siguiente manera

_ Z(u) N Ry, g, 7
fon = 2 Tzl 237
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1

16.000 24.000

Frecuencia

8.000

0.000

Figura 2.2: Histograma conjunto de dos variables de intervalo, hemoglobina
y colesterol, extraido de Billard y Diday (2006b).

Cada término del sumatorio mide la fraccion del area del rectangulo obser-
vado Z(u) que se solapa con la celda Ry, 4,. Conviene tener en cuenta que
fg1g. €8 el nimero de observaciones dentro de Ry, 4,, pero que no tiene por
qué ser necesariamente un entero (salvo en el caso de los datos clésicos). La
frecuencia relativa es simplemente

I
Pgrgs = ‘(2192. (2.38)

El histograma conjunto consiste en representar graficamente en tres dimen-
siones el rectangulo R, 4, con una altura proporcional a pg,4,. Dicha re-
presentacién no difiere de la que se haria en el caso de los datos clasicos.
Un ejemplo de histograma conjunto construido a partir de dos variables de
intervalo puede verse en la figura 2.2.

Diagrama de dispersion. La representacion grafica de dos variables de
intervalos puede hacerse mediante un diagrama de dispersién en dos dimen-
siones. Los individuos se representan mediante rectangulos cuyos lados son
paralelos a los ejes. Otra forma de representar diagramas de dispersién de
intervalos, consiste en representar cada individuos mediante una cruz cuya
interseccion es el centro del rectangulo. Esta representacion enfatiza que un
intervalo se puede expresar como centro y rango, ya que el centro de la cruz
corresponde con el centro de los dos intervalos de los individuos y los brazos
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(a) Rectangulos (b) Cruces

Figura 2.3: Gréficos de dispersién bivariantes para variables de intervalo
mediante rectdngulos y mediante cruces

de la cruz corresponden con el radio de los intervalos en cada una de las dos
dimensiones. La figura 2.3 muestra un ejemplo de ambas representaciones.
En ella se aprecia que, pese a que son méas complejas que la nube de puntos
de los diagramas de dispersion clasicos, ambas muestran la informaciéon con
claridad.

La extension de los diagramas de dispersiéon a las tres dimensiones se
puede realizar de manera sencilla. En dicho diagrama, los individuos deben
ser representados como hiperrectangulos con los lados paralelos a los ejes. La
figura 2.4 muestra un ejemplo de dicho diagrama. El diagrama de dispersion
de cruces también puede extenderse a las tres dimensiones sin gran dificultad.

2.4.1.1. Las medidas de dependencia

En la estadistica clasica la medida méas popular de dependencia entre
dos variables aleatorias cuantitativas es la covarianza. La covarianza mide
cuanto varfan conjuntamente las dos variables. Si las dos variables tienden
a variar juntas (i.e. cuando una se sitiia por encima de su valor esperado,
la otra también), la covarianza es positiva; en caso contrario, la covarianza
es negativa. Otras medidas de dependencia como la funcién de correlacion
producto-momento o el coeficiente de regresiéon emplean la covarianza para
obtener sus valores. Existen otras medidas de dependencia como la rho de
Spearman que no utilizan la covarianza para medir la dependencia. En esta
seccion se revisaradn las medidas de dependencia propuestas para un par de
variables de intervalo Y;, = Z1 y Y}, = Z».
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Zsl\
Z,
0 — 4
ZZ — ot

Figura 2.4: Grafico de dispersion de tres variables de intervalo 21, Z> y Z3
con los distintos tipos de hiperrectangulos que se pueden presentar.

Funcion de covarianza empirica. Segun Billard y Diday (2006b), viene
dada por la siguiente expresion:

1
Cou(Z1, Z5) = 5 — D GiGa(Q1Q2)?, (2.39)
uel

donde, para j =1, 2,

Qj = (auj — Z;)* + (auj — Z;)(buj — Z5) + (buj — Z;j)?, (2.40)
L *1, si Zuj < Zj,
G = { 1, siZy > Zj, (2:41)

y donde Z; es la media definida en la ecuacién (2.13) y donde Z,; es el centro
(v la media, asumiendo que un intervalo se comporta como una distribucion
uniforme) de la observacion para el individuo u de la variable Z;, i.e. Zuj =
(auj + bug) /2

Cuando Z; = Z5 esta medida pasa a ser la varianza de Z7 presentada en
la ecuacion (2.16) . Ademas, si en esta medida se utilizan valores clésicos,
i.e. intervalos tal que ay; = by;, Vu, j, el valor de la covarianza resultante es
el que se obtiene con la férmula para datos clésicos.
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Otra definicion de covariaza. En Billard y Diday (2000) se plantea una
definiciéon de covarianza distinta a la mostrada en (2.39)

1 o
Cov(Zy, Z2) = > " (bru + a1u) (bau + azu) — Z1 25, (2.42)
uel

donde Z; es la media de Z; que se calcula mediante la ecuaciéon (2.13).
Esta definicién de covarianza esta en funcién del momento de orden 2 de
los centros de los intervalos y no tiene en cuenta la longitud de los mismos.
Esta definicion se corresponde con la definicién de varianza mostrada en la
ecuacion (2.17). Estas definiciones no tienen en cuenta la variabilidad interna
existente en los intervalos considerados (i.e. la longitud de los mismos).

Coeficiente de correlaciéon. Se define de igual manera que para los datos

clasicos.
COU(Zl, ZQ)

Sz,87,

donde Cov(Z1, Z2) es la covarianza de la ecuacion (2.39) y Sz, con j = 1,2
es la desviacion tipica obtenida mediante la ecuacion (2.16).

r(Z1,Z2) = ; (2.43)

Coeficiente rho de Spearman. Billard (2004) extiende el coeficiente rho
de Spearman para modelar dependencias entre variables de intervalo. Para
ello, emplea el concepto de copulas, que fue introducido por Sklar (1959).
Sea H(y1,y2) una funcion de distribucion conjunta (Y7,Y2) y sea Fj(y;) la
funcién de distribucién marginal de Y; con j = 1,2. Entonces, existe una
funcion C(y1,y2) llamada copula que satisface

H(y1,y2) = C(F1(y1), Fa(y2))- (2.44)

Es importante darse cuenta de que las funciones H(-) y F(-) son funciones
de distribucién acumuladas en lugar de funciones de densidad. Las copulas
permiten incorporar la dependencia en la relacién existente entre la funcién
de distribucién conjunta y la funcién de distribuciéon marginal, ya que dos
distribuciones marginales dadas pueden provenir de infinitas distribuciones
conjuntas. Deheuvels (1979) desarrolla un método para calcular la funcion
copula empirica que es adaptado por Billard (2004) para datos de tipo in-
tervalo.

Sean dos variables de intervalo Z; con j = 1,2 y sea Xyj = (auj, buj)/2
el punto medio (o centro) del intervalo [a,;, by;] para la variable Z; y para
la observacion u = 1,...,m. Sea Wj; el valor (X,;j) que ocupa la posicién
k;-ésima al considerar los valores de X,; ordenados de menor a mayor, k; =
1,....my j=1,2. Dados estos elementos, se definen los rectdngulos

R(wig, wak,) = (q1, Wik, ) X (g2, Wak,), (2.45)
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para k; = 1,...,m, donde
@1 < ming{ay1}, g2 < ming{ayu}, (2.46)
y para kj = m + 1, el rectdngulo es
R(wi mt1, w2m+1) = (q1,t1) X (q2,t2) (2.47)

donde
t1 > maxy{by1},ta > max,{bu2}). (2.48)

Dados estos conceptos la copula empirica para datos de intervalo viene dada
por

Z(u) N R(wig,, w
C'(Wiky , Woky) = Z” T I)’W 2h )| (2.49)

para ki, ka = 1,...,m+ 1, donde Z(u) es el rectangulo (ay1,bu1) X (ay2, bu2)
asociado con la observacion u y donde [|A]l es el area del rectangulo A.
Una vez determinada la copula, se puede estimar la rho de Spearman, la
cual se define como una funcién de la diferencia entre la probabilidad de
concordancia y la probabilidad de discordancia. Nelsen (1999) muestra que
la relacion entre la rho de Spearman y las copulas para variables clasicas es
la siguiente

p= 12//C(y1,y2)dy1dy2. (2.50)

Si a esta formula se le aplica el concepto de copula empirica para datos de
intervalo definida en la ecuacion (2.50), se obtiene que la rho de Spearman
empirica para dos variables de intervalo Z; y Z> viene dada por

12 m+1 m—+1
. ] Z Z C'(w1k, s war,) (2.51)
k1=1ko=1
m+1 m+1
— | D] Filww) | | Y Falwa,) | ¢ (2.52)
k1=1 ko=1

donde {Fj(wjk;), kj = 1,...,m+1} es la funcion de distribuciéon marginal de
Y, conj=1,2

2.4.2. Variables de histograma

Para el caso de las variables de histograma se procede de forma anéloga
a como se procedié con las variables de intervalo. Se consideran dos varia-
bles aleatorias simbélicas de histograma Y = {Y},, Y}, } valoradas para cada
individuo w, € E con u = 1,...,m. Cada una de estas variables Y; tomara
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valores en ); C R. Por coherencia con la notacién univariante, se renombra-
ran las variables de la siguiente manera Y;, = Z1 y Yj, = Z». El valor de
estas variables para cada individuo w, € E es un histograma

Zj(wy) = {[aujk, bujk): Pujk- B =1, ..., Suj }s (2.53)

donde los intervalos [ay;k, byjr) tienen una frecuencia relativa asociada py;n
tal que ZZ“:jlpujk =1l,conu=1,...,m,j5=12yk=1,..,3s,;. Puede verse
que la variable de intervalo es un caso particular de la variable de histograma
donde syj = 1y pyjx = 1, Vu, j, k. Por tanto, los estadisticos de histograma
que se van a mostrar subsumen a los estadisticos de intervalo ya mostrados.

Funcién de distribucién conjunta empirica. La funcién de distribu-
cion conjunta empirica, Fz(&1,&2), se representa de la siguiente forma

Fz(61,&) = — > Plor <&,a0 < &f(w1,22) € vir(dy)}

uel

1
= — Z PulkPu2k
m

&1 Zbu1k1§22bu2k

> PulkPuze < 1~ Gul > ( S2 — duz ) (2.54)

(€1,&2)€Z(u) byl — Gyl buz — Guo

+

Funcién de densidad conjunta empirica. La funcién de densidad con-
junta empirica para las variables (Z1, Z3) en el valor (&1, &2):

1 RN/
fl&1,6) = — Yo h 51’52” PulkyPu2ks | 5 (2.55)

veb it 12k (v

donde Ij,,(&1,&2) es la funcién booleana que indica si el valor (£1,&2) se
encuentra o no dentro del rectangulo Zy, 1, (u) y donde || Zg, k, (u)] es el drea
de dicho rectangulo.

Histograma conjunto. De forma analoga al caso univariante (ver seccion
2.3.2), se toman los intervalos I e I que abarcan todos los valores observados
en Z1 y Zs, y se dividen en r1 y ro intervalos, I1 g, = [£19,-1,8141) € L2,9, =
[£2go—1,&2g, ), Tespectivamente con g1 = 1,...,71 y g2 = 1,..,72. Con ello se
divide el espacio R? en una rejilla donde cada celda es un rectangulo Ry, 5, =
[E1g1-1,&1g1) X [E2g2—1,2g,)- La frecuencia absoluta asociada al rectangulo
Ry, 4, se calcula de la siguiente manera

Z(ky, ko;u) N R
fogz =, >, D 12 ko) O Ry, (256)

Z(
u€E k1€Z(g1) k2€Z(g2) 1Z (y, ko u)
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donde Z(gj) con j = 1,2, representa el conjunto de todos los intervalos
Z(kju) = [aujk], , bujkj) que se solapan con la celda Ry, 4, para cada individuo
u. Cada término del sumatorio mide la fraccion del area del subrectangulo
observado Z(ki, k2; u) que se solapa con la celda Ry, 4,. La frecuencia relativa
es sencillamente

I
Pgrgs = ‘(27:(’2. (2.57)

El histograma conjunto consiste en representar graficamente en tres dimen-
siones el paralelepipedo que tiene como base el rectangulo Ry, 4, y una altura
proporcional a su frecuencia pg, g, -

Diagrama de dispersion. La representaciéon grafica de individuos descri-
tos mediante dos variables de histograma da lugar a representaciones practi-
camente ininteligibles. Uno de los problemas es que se requieren tres dimen-
siones para hacerlos. Ademaés, existe el problema del posible solapamiento
entre histogramas. Todo ello hace muy complicado extraer informacién de
estos diagramas mediante la mera inspeccién visual.

2.4.2.1. Las medidas de dependencia

Sean dos variables de histograma Y; = Z; y Yj, = Z3, las medidas
de dependencia propuestas consisten en la funcién de covarianza y en el
coeficiente de correlacién.

Funcion de covarianza empirica. Billard y Diday (2006b) proponen la
siguiente funcién de covarianza para variables de histograma

Sul  Su2

1
cov(Zr, Zz) = 3 Z Z Z Pruky P2uk; G1G2[Q1Q2]'?, (2.58)

ueFE k1=1ko=1

donde para j = 1,2,

Qj = (aujt; = Zj)* + (auj; — Zj) (bujiy — Z3) + (bugi; — Z5)*, (2.59)

—1, si Zuj < Zj,
_ - - 2.

GJ { 1, si Zuj > Zj, ( 60)
y donde Zj es la media de una variable de histograma Z; tal y como se
define en la ecuacion (2.32) y donde Z,; es la media del valor de la variable
de histograma Z; observado para el individuo u asumiendo que dentro de
cada intervalo los puntos se distribuyen segiin una uniforme, es decir,

Suj
- 1

Zuj =5 > Dujn, (@ujr, + bugn,)- (2.61)
k=1
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Otra definicion de covarianza. La definicién de covarianza mostrada
en la formula (2.58) es la méas reciente, pero anteriormente (Billard y Diday,
2002, 2003) los mismos autores habian propuesto otra definicién de covarian-
za para las variables de histograma

1 Sul  Su2
COU(ZI7 ZQ) - % Z Z pluk1p2ukg (alukl + blukl)(a2uk2 + b2uk2)
uel k1=1ko=1
— 717y, (2.62)

donde Z; es la media de Z; que se calcula mediante la ecuacion (2.32).
Como sucede en el caso de los intervalos, esta definicién de covarianza no
tiene en cuenta la variabilidad interna de cada histograma.

2.5. Modelos de regresion lineal

Los modelos de regresion lineal planteados para datos simbdlicos se ba-
san, todos ellos, en el modelo de datos clasico. Por ello, conviene hacer una
breve introduccién a la teorfa béasica del anéalisis de regresion lineal.

Dado un conjunto de variables independientes X1, ..., X}, y una variable
dependiente Y, el modelo de regresion lineal miltiple clasico se define como

Y=00+06X1+..+06,Xp+¢ (2.63)

0, vectorialmente, como

Y=XB+e (2.64)

donde el vector de observaciones es Y = (Y7, ...., Y,,)’, el vector de coeficientes
es B = (Do, ..., Bp)’, el vector error es € = (e, ...,&,)" y la matriz de regresion
X es una matriz de n x (p + 1) tal que

1 Xy ... Xy,
: : : (2.65)
I Xo1 ... Xpp

Ademas, los términos de error €; con i = 1,...,n satisfacen FE(g;) = 0,

Var(e;) = 0y Cov(eg;,ey) = cte para todo i # i'. El estimador de mini-
mos cuadrados de los pardmetros 3 viene dado, si X no es singular, por

B=(X'X)"'X'Y. (2.66)
Cuando p = 1, la ecuacién (2.66) se simplifica a

s Cov(X,Y)

B1 = Var(X) yBo=Y - AhX (2.67)

donde Y y X son la media de las variables Y y X, respectivamente; Var(X)
es la varianza de la variable X y Cov(X,Y) es la covarianza entre las variables
XeY.
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2.5.1. Variables de intervalo

Hasta el momento se han planteado numerosos enfoques para abordar
la regresion lineal de datos de intervalo. En esta seccién se resumiran todos
ellos.

El enfoque simbdlico o de los centros. Billard y Diday (2000) plan-
tean el primer modelo de regresién para variables simbdlicas de intervalo.
Este modelo se basa en el modelo de regresiéon para variables clasicas. Sea
una variable dependiente Y (u) y una variable dependiente X (u) que toma
valores para cada individuo w,, € F con v = 1,...,m, el andlisis de regresiéon
para variables de intervalo se desarrolla tal y como se ha mostrado en las
ecuaciones (2.63-2.66) para la metodologia clasica, pero considerando que las
variables consideradas son de intervalo. Los parametros de dicho modelo se
obtienen de la siguiente forma:

]:%yﬁozy—ﬁlx (2.68)

donde Cov(X,Y) y Var(X) vienen dados por las formulas (2.42) y (2.17),
respecivamente, y X es la media que viene dada por la formula (2.13). La
ecuacién de regresion resultante trata con valores clasicos es decir, la entrada
v la salida, son valores clasicos. Para generar intervalos, es necesario alimen-
tar el modelo con los valores minimo y maximo de la variable dependiente.

Las definiciones de covarianza y varianza sobre las que se sustenta este
modelo sélo tienen en cuenta los centros de los intervalos y no la longitud de
los mismos. Por tanto, este modelo es totalmente equivalente a realizar una
regresion lineal entre los centros de los intervalos de las variables dependiente
e independiente.

Billard y Diday (2006b) plantean una ligera variante de este modelo
donde simplemente cambian las formulas de Cov(X,Y) y de Var(X) para
recoger la variabilidad interna de los intervalos, es decir, utilizan las férmu-
las (2.39) y (2.16). Esta aproximacion no seria equivalente a realizar una
regresion de los centros. Sin embargo, la esencia del modelo no cambia.

Una alternativa similar es propuesta por Brito (2007) que propone un
modelo de regresiéon basado en un indice de dispersién y un indice de co-
dispersion que desempenarian el mismo papel que el que juegan la varianza
y a la covarianza en el modelo de regresién de Billard y Diday. El indice de
dispersion para una variable de intervalo X (u) = [ay, by] que toma valores
en u = 1,...,m individuos es definido como

Go Ly (om0 o X

: (2.69)
uelE

donde X es la media de la variable X tal y como se define en la formula (2.13).
De forma anéloga, el indice de co-dispersién de dos variables de intervalo
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Y(u) = X1(u) = a1, bu] v X(u) = Xo(u) = [ay2, bys] que toman valores
en u = 1,...,m individuos se define como

~ 1 Ayl — X1)(ay2 — X2) + (b — X1)(byza — X
Sy x, = L j{: (au1 1)(au2 — X2) . (bu1 1) (bu2 2)'

(2.70)
uel

Dados estos indices, los coeficientes del modelo de regresién se obtienen de
forma anéloga a la mostrada en la formula (2.68). Ademaés, dichos coeficien-
tes minimizan la siguiente expresion ) - p[(au2 — Bo—B1)2+ (buz — Bo—31)?]
siendo X7 la variable independiente y X5 la variable dependiente del mode-
lo de regresion. De acuerdo con Brito (2007), los resultados obtenidos son
similares a los obtenidos con el enfoque de Billard y Diday (2003).

El enfoque minimo-méaximo. Billard y Diday (2000) y Billard y Di-
day (2002) también esbozan una manera obvia de realizar la regresion lineal
entre datos de intervalo. Esta consiste en ajustar un modelo de regresion
clasico para los minimos y otro para los méximos, teniendo en cuenta que el
intervalo resultante no seréd valido cuando el minimo sea mayor que el méxi-
mo. Si renombramos la variable dependiente e independiente de la siguiente
manera, Y (u) = Xi(u) = [au1,bu1] v Xo(u) = [aue, bu2], dicho enfoque, al
que llamaremos minimo-méaximo, podria formalizarse mediante las siguientes
ecuaciones

a2 = 05 + Biau + &y, (2.71)
buz = B + Bbur + €. (2.72)

El criterio a minimizar en este caso serfa el siguiente
Y ()2 + (€0)), (2.73)

donde €% = ay2 —ay2 ¥ 52 = byo — BUQ, siendo Gyo ¥y I;uz los valores estimados
por el modelo para auo y by2, respectivamente.

El enfoque min-max asume independencia entre las observaciones de los
extremos inferior y superior de los intervalos, lo cual normalmente no seré
cierto, ya que ayj > by; por definicion. Este enfoque es conceptualmente mas
pobre que el enfoque simbolico presentado en Billard y Diday (2000) porque
simplemente supone una recodificacion del intervalo para hacer que el modelo
de regresion clasico sea capaz de tratarlo. Sin embargo, intuitivamente es de
esperar que esta alternativa produzca modelos mejor ajustados.

El enfoque centro-rango. Otra forma de modelar la relacion lineal entre
variables de intervalo, consiste en trabajar de manera independiente los cen-
tros y los rangos, siendo el rango del intervalo su longitud. Este enfoque ha
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sido desarrollado progresivamente en los trabajos de Lima Neto, de Carval-
ho y Tenorio (2004), de Carvalho, Lima Neto y Tenorio (2004), Lima Neto,
de Carvalho y Freire (2005) y finalmente en en el articulo de Lima Neto y
de Carvalho (2008). Las ideas bésicas del enfoque seran mostradas a conti-
nuacion.

Sea una variable dependiente de intervalo Y (u) = Xi(u) = [au1,bu1], ¥
una variable dependiente Xs(u) = [ay2,by2] que toman valores para cada
individuo w,, € E con v =1,...,m, el centro y el rango de los intervalos del
individuo w,, se define como

Cuj = (buj + auj)/2 vy luj = buj — Quj, (2.74)

respectamente, con j = 1, 2. Dicho esto, el enfoque centro-rango de regresiéon
de intervalos consiste en las siguientes dos ecuaciones de regresion clasica

cu2 = By + Bicur + <5, (2.75)
luz = By + Bilur + €. (2.76)

En este enfoque, los coeficientes del modelo se estiman mediante el método
de los minimos cuadrados. El criterio a minimizar es el siguiente

D ()P + (), (2.77)

donde €, = cy2 — Cu2 ¥ 5@ = lyo — Zug, siendo Cya ¥ iug los valores estimados
por el modelo para cyo y ly2, respectivamente.

En este modelo no se considera ninguna relacién de dependencia entre los
centros y los rangos de los intervalos. Los autores plantean el enfoque exclu-
sivamente como un problema de optimizacién y sin considerar los supuestos
probabilisticos que implica el modelo de regresién clasico para el caso de los
datos de intervalo.

En Lima Neto y de Carvalho (2008) se realiza una comparacion entre el
enfoque centro-rango (2.75) planteado en dicho articulo, el enfoque minimo-
méaximo (2.71) y el enfoque de los centros (2.68). La comparacion la realizan
por medio de una simulacién de Monte Carlo sobre conjuntos de datos sin-
téticos que son generados de acuerdo a distintas configuraciones. En dichas
configuraciones, los centros de las variables dependiente e independiente es-
tan linealmente relacionados mediante una relacién lineal que varia segin la
configuracion y que se ve afectada por un término de error cuya variabilidad
seréd alta o baja, dependiendo también de la configuracién. En unas configu-
raciones, los rangos son independientes y se generan mediante distribuciones
uniformes cuya variabilidad depende de la configuracion. Mientas que en
otras, el rango de la variable dependiente depende linealmente del centro de
la variable independiente, siendo afectada esta relacién por otro término de
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error cuya variabilidad puede ser alta o baja, segin la configuracion. Ademés,
existen configuraciones con una y con tres variables independientes.

Como medidas de calidad del ajuste de la regresion utilizan la raiz cua-
drada del error cuadratico medio obtenido (RECM) de los minimos y los
maximos del intervalo, es decir

RECMmin = \/Zum:l <CLU2 — du2)2 y RECMmax = zum:l(buz — bU2>2

m m
(2.78)
y el coeficiente de correlacién de los minimos y de los maximos
R N
Timin = (Cov(a27 fw)) e (2.79)
S(az)S(az) S5(b2)S(b2)

donde as = (alg,...,am2>/7 61,2 = (de,...,&m2>/7 b2 = (blz,...,bmg)/, bg =
(b12, ..., bm2)" v S(X) es la desviacion estandar de la variable X y Cov(X,Y)
es la covarianza entre las variables X e Y. El resultado de estas medidas en
las diferentes simulaciones realizadas para cada configuracion es promediado.
Para comparar los distintos enfoques dos a dos utilizan un test estadistico
t para muestras pareadas a un nivel de significacion del 1% sobre cada una
de las medidas consideradas.

Las conclusiones que se obtienen mediante la simulacién del método de
Monte Carlo son que, de acuerdo con las medidas de calidad establecidas,
el enfoque centro-rango supera al enfoque simboélico y al enfoque minimo-
maximo. Para el caso en el que los centros y los rangos son independientes, la
mejora se hace més patente cuando hay tres variables dependientes y cuando
la relacion lineal es mas clara (i.e. la variabilidad del error es menor). Cuando
existe relacion lineal entre centro y rango, el enfoque centro-rango supera
claramente al enfoque simbolico, pero el rendimiento en comparacién con el
del enfoque minimo-maximo estd mas igualado.

Cuando se compara el enfoque minimo-méximo con el enfoque simbolico,
tanto para los casos en los que existe relacion lineal entre el centro y el rango,
como en los casos en los que no, los resultados no son tan concluyentes ya
que en términos de REC M i v REC M pq, €l enfoque min-max es clara-
mente mejor que el simbolico, mientras que en términos de ernin Y 72,0 108
resultados no son concluyentes.

En Lima Neto et al. (2005) se compara el enfoque simbélico (o de los
centros) con el enfoque centro-rango, pero afiaden a los modelos de regresion
restricciones para que el modelo garantice que el valor pronosticado para el
extremo inferior de un intervalo no sea mayor que el pronosticado para el
extremo superior, i.e. para que G < by. El experimento para determinar
el rendimiento de los enfoques es similar al explicado anteriormente. Las
conclusiones que se extraen del mismo son que el uso de restricciones en el
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enfoque centro-rango no empeora el rendimiento si lo comparamos con el
enfoque centro-rango sin restricciones. Sin embargo, el anadir restricciones
al enfoque simbolico, perjudica el rendimiento del enfoque.

2.5.2. Variables de histograma

FEl modelo de regresion para variables de histograma es propuesto en Bi-
llard y Diday (2002) y sigue un planteamiento muy similar al mostrado en
Billard y Diday (2000) para variables de intervalo. Es decir, sigue la metodo-
logia clasica mostrada en las ecuaciones (2.63-2.66), pero considerando que
las variables consideradas son de histograma. Los parametros de la recta de
regresion se obtienen segin:

» Cou(X)Y) ~ o o
B = VT(X) yBo=Y - X, (2~80)

donde Cov(X,Y) y Var(X) son la covarianza (2.62) y la varianza (2.34) para
variables de histograma, y X es la media que viene dada por la formula (2.32).
La ecuacién de regresion resultante trata con valores clasicos es decir, la
entrada y la salida, son valores clasicos. Los autores alimentan el modelo con
intervalos, es decir, con valores minimo y maximo en la variable dependiente,
con lo que obtienen un intervalo en la variable de salida. Sin embargo, no
abordan el problema de utilizar como entrada un histograma, es decir, un
conjunto de intervalos cada uno de ellos con un peso asociado.

Billard y Diday (2006b) desarrollan una ligera variacién del modelo donde
las formulas de la varianza y de la covarianza son (2.33) y (2.58), respectiva-
mente. Sin embargo, tampoco ofrece soluciones sobre como emplear el modelo
utilizando histogramas. Sin duda, la naturaleza del dato de histograma hace
que sea notablemente méas complejo plantear un modelo de regresién para
ellos que para intervalos.

2.6. Otras técnicas de analisis de datos simbdélicos.

Ademas de los modelos de regresion, se han desarrollado otras técnicas
para el analisis de datos simbélicos de intervalo y de histograma. Tal y como
se ha comentado, hasta el momento el desarrollo de técnicas para datos de
intervalo estid méas desarrollada que las de histogramas. Esto resulta natural
debido a la mayor complejidad que implica el histograma.

Este apartado no pretende ser exhaustivo citando todos los métodos pro-
puestos, sino ofrecer una panoramica general de las areas donde mas se ha
investigado. Bock y Diday (2000) y Billard y Diday (2006b) recogen algu-
nos de las métodos desarrolladas pero existen muchos mas diseminados en
revistas y congresos.
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2.6.1. Variables de intervalo

El 4rea en la que més aportaciones sobre datos simboélicos se han reali-
zado es el andlisis cluster (o andlisis de conglomerados). El anélisis cluster
tiene como objetivo la formaciéon de grupos, de forma que los elementos de
un grupo se parezcan entre s{ y que no se parezcan a los elementos de otros
grupos de acuerdo con un criterio de disimilaridad. En Bock y Diday (2000)
se muestran técnicas de clustering divisivo y piramidal. Sin embargo, la me-
todologia sobre la que existen méas publicaciones es el clustering dinamico
para datos de intervalo. Entre los trabajos méas recientes se encuentran el de
de Carvalho, de Souza, Chavent y Lechevallier (2006a) o el de de Carvalho,
Brito y Bock (2006b) donde se abordan distintas formas de estandarizar las
variables de intervalo. Otras técnicas de clustering adaptadas a los datos
de intervalo incluyen el clustering borroso de k-medias (D’Urso y Giorda-
ni, 2006) o un enfoque basado en rough sets (Asharaf, Narasimha Murty y
Shevade, 2006).

Otra técnica sobre la que se ha trabajado abundantemente es el anélisis
de componentes principales (ACP). El ACP es una técnica de analisis mul-
tivariante que se emplea para reducir la dimensionalidad (i.e. el nimero de
variables) de un conjunto de datos, pero manteniendo la mayor parte de la
estructura de varianza-covarianza de las variables originales. Las componen-
tes principales se obtienen mediante una combinacién lineal de las variables
originales. En Chouakria, Cazes y Diday (2000) se muestran dos métodos
para realizar el ACP en conjuntos de datos descritos por variables de in-
tervalo: el método de los vértices y el método de los centros. El método
de los vértices representa los intervalos mediante sus extremos superiores e
inferiores y supone una carga computacional excesiva si el niimero de va-
riables consideradas es muy grande. En ese caso, los autores recomiendan
emplear el método de los centros con el que se obtienen resultados simila-
res. Otros enfoques interesantes son los que se centran en la representacién
centro-radio del intervalo como los propuestos por Palumbo y Lauro (2003)
y D’Urso y Giordani (2004), o el que emplea la aritmética de intervalos (ver
Secc. 2.7.1.1) propuesto por Gioia y Lauro (2006). Giordani y Kiers (2004)
desarrollan una extension del andalisis de componentes principales para datos
de intervalos en tres vias (three-way data), es decir, una serie de variables
medidas para un conjunto de individuos, en unas determinadas ocasiones
que pueden caracterizarse por el instante o por las condiciones de medidas.

Otra técnica que ha sido adaptada para manejar datos de intervalos ha
sido el escalamiento multidimensional. Denoeux y Masson (2000) y Groenen
et al. (2006) han propuesto métodos para ello. El escalamiento multidimen-
sional requiere una matriz donde se encuentren cuantificadas las diferencias
entre pares de objetos. Los métodos propuestos permiten que dichas dife-
rencias se representen mediante intervalos. Esto puede suceder en el caso de
que los jueces, en lugar de dar un valor preciso para cuantificar la diferencia
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entre los pares, prefieran dar un intervalo de valores. También puede darse
el caso de que se disponga de un grupo de jueces y que se quiera resumir las
diferencias dadas para cada par de objetos mediante un intervalo (el rango
o el rango intercuartilico). También puede suceder que los datos originales
se encuentren en forma de intervalo y que, por tanto, la diferencia entre los
objetos pueda representarse mediante un intervalo.

Otro gran grupo de técnicas dentro del analisis multivariante y de la
mineria de datos es el de las técnicas de clasificacién. Entre los métodos
propuestos para datos de intervalo caben destacar distintas familias. Por un
lado los arboles de decision, como los basados en el criterio de Gini (Perinel,
1999) o los basados en el criterio de Kolmogorov-Smirnov (Mballo y Diday,
2006) o el propuesto por Limam, Diday y Winsberg (2003) que combina
un criterio de homogeneidad y de discriminacién para describir las clases de
particiones hechas a priori. Por otro lado, también merece la pena destacar las
adaptaciones del anilisis discriminante para intervalos tanto en su variante
lineal (Ishibuchi, Tanaka y Fukuoka, 1990; Nivlet, Fournier y Royer, 2001,
Duarte Silva y Brito, 2006) como en su variante no lineal mediante maquinas
de soporte vectorial (Angulo, Anguita, Gonzélez-Abril y Ortega, 2008).

En el campo de las redes neuronales artificiales, Munoz San Roque et al.
(2007) proponen una adaptacion del perceptron multicapa que maneja datos
en forma de intervalo tanto en las entradas como en la salida, pero donde
los pesos son numeros escalares y no intervalos. Simonoff (1996) advierte
que, si se consideran pesos con forma de intervalo, la amplitud del intervalo
final aumenta considerablemente. Patino-Escarcina, Callejas Bedregal y Lyra
(2004) plantean un perceptrén de una capa cuyas entradas son intervalos y
cuya salida es binaria. La aplicacién de dicho modelo, como es natural, es
clasificacién binaria. Un modelo similar a éste es propuesto en Ishibuchi
y Tanaka (1991). Puede encontrarse mas informacién sobre perceptrones
que manejan datos de intervalo en Munoz San Roque et al. (2007). Mas
recientemente, Rossi y Conan-Guez (2008) han adaptado los perceptrones
multicapa para trabajar con datos simbélicos. Lo que estos autores proponen
es, en esencia, una recodificaciéon de los datos simbdlicos para que puedan
ser tratados por la arquitectura cldsica del perceptrén multicapa. Para el
caso concreto de los datos de intervalo proponen emplear el extremo inferior
y superior de los intervalos o el centro y la longitud de los mismos. En el
ejemplo que desarrollan, prueban el enfoque simbélico utilizando datos de
intervalo codificados mediante sus extremos superiores e inferiores da buenos
los resultados, sin embargo la codificacién mediante la media y la desviacién
tipica de los datos originales obtiene mejor rendimiento en todos los casos
trabajados. Sorprende que en dicho trabajo no se aborde el problema con la
codificacién mediante el centro y la longitud, la cual es bien conocida en el
contexto simbélico.

Otro tipo de red neuronal que ha sido adaptado para trabajar con datos
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de intervalo son los mapas autoorganizados (o mapas de Kohonen). El Golli,
Conan-Guez y Rossi (2004) afirman que los mapas autoorganizados estan
basados en el concepto de centro de gravedad y que dicho concepto no es
aplicable a muchos tipos de datos complejos, por ello proponen adaptar-
los mediante el concepto de distancia. Con ello, s6lo es necesario definir
una distancia entre el tipo de datos que se estén manejando, que en dicho
articulo son intervalos, para poder obtener mapas autoorganizados. Mas re-
cientemente, Bock (2008) propone un enfoque distinto para realizar mapas
autoorganizados de intervalos en el que se realiza una adaptacion del método
més ortodoxa.

Chuang (2008) plantea un modelo de redes de regresion para intervalos
basadas en vectores soporte. En dicho modelo tanto las entradas como las
salidas son intervalos. Un modelo similar es desarrollado por Zhao, Liu y He
(2006). Por su parte, Zhao, He y Chen (2005) proponen el uso de de una
maquinas de vectores soporte entrenada mediante datos clasicos para clasifi-
car datos de intervalo, para ello emplean aritmética de intervalos (ver Secc.
2.7.1.1). Angulo et al. (2008) van un paso més alla y proponen una adapta-
cion de la maquina de soporte vectorial para trabajar con datos de intervalo,
incluyendo la fase de entrenamiento; y utilizando para ello la aritmética de
intervalos. Do y Poulet (2003) proponen la adaptacion de la funcion kernel
de base radial para tratar intervalos y proponen una adaptacién de las mé-
quinas de vectores soporte cuya tnica diferencia con el método clésico es el
uso de dicha funcién kernel.

2.6.2. Variables de histograma

Tal y como se ha mencionado, el desarrollo de técnicas de andlisis para
datos de histograma es notablemente menor. Una de las posibles razones
es que la complejidad del histograma respecto al intervalo es notablemente
mayor. De hecho, algunas de las técnicas propuestas para datos de histogra-
ma requieren una acotacion de la definicion de histograma dada (ver Secc.
2.2) de forma que el conjunto de intervalos en que se divide el soporte de
la variable de histograma, sea el mismo para todos los individuos y que, de
esta forma, se pueda prescindir de la informacién asociada a los intervalos y
manejar solo la informacién de los pesos.

Entre los métodos de clustering para datos de histograma, cabe desta-
car el trabajo de Irpino y Verde (2006b) y de Irpino y Verde (2006a). El
primero de ellos plantea una metodologia para realizar clustering jerarquico,
y el segundo para realizar clustering dindmico. Ambos toman como base la
distancia de Mallows (Mallows, 1972) para funciones de densidad. Meneses
y Rodriguez-Rojas (2006) adaptan el algoritmo de k-medias para trabajar
con datos de histograma y de Souza, de Carvalho y Pizzato (2006) proponen
un algoritmo de clustering dindmico para distintos tipos de variables entre
las que se encuentran los histogramas. Sin embargo, ambos trabajos consi-
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deran que en los histogramas los pesos se distribuyen sobre un conjunto de
categorias.

Rodriguez et al. (2000) propone un método para realizar analisis de com-
ponentes principales para datos de histograma, que también es aplicable a
datos de intervalo y a variables reales clasicas. De nuevo, en este método es
necesario trabajar con histogramas cuya particién del soporte de la variable
sea fija para todos los individuos. Esto es asi, porque el método posterior-
mente ignora la particién y simplemente trabaja con la funcién de densidad
acumulada del histograma.

Groenen y Winsberg (2006) definen un método de escalamiento multi-
dimensional donde las diferencias entre los elementos considerados son ex-
presadas mediante histogramas. Para que tal cosa suceda, puede darse el
caso de que se tengan varios jueces y que se quieran agregar sus valoraciones
por medio de un histograma, o que las diferencias entre los elementos re-
quieran de cierto grado de borrosidad o de imprecisién que pueda expresarse
mediante un histograma. La aproximacion de este trabajo es una extensiéon
del escalamiento multidimensional para intervalos propuesto por Groenen et
al. (2006) para el caso en que las diferencias entre objetos se representan
mediante histogramas.

Entre las técnicas de clasificacion, Mballo y Diday (2004) extienden el
criterio de Kolmogorov-Smirnov para inducir arboles de decisiéon en indivi-
duos descritos mediante datos de histograma y de intervalo. En esta técnica,
los histogramas son una distribucién de pesos asignada a un conjunto de
categorias.

En el ambito de las redes neuronales, la adaptacién de los perceptrones
multicapa propuesta por Rossi y Conan-Guez (2008) consiste en, como se
ha dicho, recodificar los datos simboélicos para que puedan ser tratados por
la arquitectura clasica del perceptrén multicapa. Los autores explican cémo
recodificar variables modales y dicha recodificacién puede utilizarse para
datos de histogramas si en todos ellos la particién del rango de la variable
es la misma.

El Golli et al. (2004) extienden los mapas autoorganizados para datos
simbolicos mediante el uso de distancias, sorteando de esta forma la definicién
del concepto de centro de gravedad para datos simboélicos que seria necesario
para realizar una adaptaciéon mas directa. Aunque en dicho articulo solo
se utiliza para intervalos, no parece dificil su extension al terreno de los
histogramas utilizando para ello alguna distancia adecuada.

FEn el 4rea de tratamiento digital de imagenes es habitual el uso de histo-
gramas. En esos casos, el histograma sirve para presentar de forma resumida
los valores que toma en la imagen analizada una determinada caracteristica,
por ejemplo, el brillo. El rango de valores enteros es de 0 a 255, y el histogra-
ma representa el niimero de pixels de la imagen que toman cada uno de los
valores del rango. Los histogramas en estos casos se emplean para tareas de
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segmentacion y de clasificacién. Existe mucha literatura al respecto, como,
por ejemplo, los trabajos de Puzicha, Hofmann y Buhmann (1999), Rubner,
Tomasi y Guibas (2000) y Arifin y Asano (2006).

Otra éarea donde es habitual el manejo de histogramas es en el procesado
de sefiales actusticas y musicales. Los histogramas permiten resumir caracte-
risticas de la misica tales como el tono o como el ritmo ignorando el orden
temporal en el que se han producido y concentrandose en la frecuencia de
aparicién de la caracteristica que se esté midiendo. Los datos en forma de
histograma se utilizan también para la agrupacién o clasificacién de musica o
de cualquier otro tipo de audio. Algunos trabajos que emplean histogramas
son Tzanetakis y Cook (2002) o Tzanetakis, Ermolinskyi y Cook (2003).

2.7. El calculo con intervalos y con distribuciones
de probabilidad

Tipicamente se considera que existen dos tipos de incertidumbre:

» Incertidumbre estocdstica (también conocida como irreducible o de pri-
mer orden): intrinseca al fendmeno que se estd observando y que refleja
la aleatoriedad del mismo.

» Incertidumbre epistémica (también conocida como reducible o de se-
gundo orden): motivada por la incompletitud o la inexactitud de la
informacion.

El limite entre ambas es, en algunos casos, borroso. Esto es debido a que
un mayor conocimiento del fenémeno puede reducir lo que en un principio fue
considerado como incertidumbre estocastica. Disquisiciones filos6ficas apar-
te, los métodos estadisticos y de andlisis de datos asumen tradicionalmente
que los valores que manejan son precisos, i.e. ignoran la incertidumbre epis-
témica. En algunos casos, prescindir de esta incertidumbre puede no acarrear
consecuencias. Sin embargo, si se requiere una gran exactitud en los calcu-
los que se estan realizando, es absolutamente imprescindible tener en cuenta
la incertidumbre de los datos recogidos de cara a operar con ellos y a to-
mar decisiones basadas en los resultados obtenidos. Los principales campos
donde estos aspectos resultan cruciales son fiabilidad, anélisis de riesgos y
evaluaciéon de la seguridad de los sistemas.

En los ultimos tiempos, existe un interés creciente por manejar la incer-
tidumbre epistémica. Existen distintos enfoques para reflejar dicha incerti-
dumbre. Uno de ellos son los datos borrosos o difusos. Otro enfoque, que
guarda una mayor relacién con la tesis, es el del célculo con intervalos y
con distribuciones de probabilidad. Al igual que en el anélisis de datos sim-
bélicos, en estas disciplinas los datos se representan en forma de intervalos
o de distribuciones. Sin embargo, en ellas, el intervalo o la distribucién de
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probabilidad es una descripcién de la incertidumbre asociada al valor real.
Esto lo diferencia de los datos simbélicos, donde el intervalo o el histograma
pretenden reflejar la variabilidad observada del fenémeno.

A continuacién, se revisaran algunos conceptos basicos sobre el célculo
con intervalos y con distribuciones de probabilidad. También se repasarin
aquellas contribuciones que tienen més conexién con el contenido de esta
tesis y con el anélisis de datos simbélicos.

2.7.1. El calculo con intervalos

El nacimiento de esta disciplina se debe a Ramon E. Moore (Moore,
1966) y a su estudio del truncamiento en los errores de redondeo en los
célculos realizados por los ordenadores. El objetivo que Moore perseguia se
puede explicar mediante el siguiente ejemplo. Consideremos un ordenador
que sélo puede almacenar niimeros con dos digitos decimales y sin digitos
enteros, e.g. 0.88,0.23, etc. Supongamos que el valor a almacenar es x = %,
dependiendo del tipo de redondeo que haga la maquina el valor almacenado
serd xpr = 0.33 o xpr = 0.34, donde x); denota la representacion que la
magquina hace de z. Moore afirmaba que x = % no podia ser almacenado de
forma exacta usando una representacién de coma flotante, sin embargo, el
valor exacto podia ser acotado mediante un intervalo lo mas pequeio que la
representacion de la maquina permita, en el ejemplo seria 2 € [0.33,0.34]. De
esta forma, si queremos obtener el valor f(z) = x2, Moore afirmaba que la
aritmética de coma flotante producird un valor u otro dependiendo del tipo
de redondeo que se aplique. Sin embargo, si es posible dar como solucion
un intervalo donde el valor real esté contenido con absoluta seguridad; en
el ejemplo seria 22 € [0.332,0.342]. En la década de los 60, este problema
se vefa agravado por el hecho de que cada procesador usaba un ntimero de
bytes para almacenar los nimeros y sus propias reglas de redondeo. Moore
desarrollé la aritmética de intervalos para que, con independencia de las
caracteristicas del procesador, los ordenadores pudiesen realizar operaciones
asegurando que el resultado de dichas operaciones se encontrase con absoluta
certeza dentro de un intervalo lo méas acotado posible.

Con el estandar del IEEE para aritmética en coma flotante (IEEE 754)
v el espectacular aumento de la capacidad de proceso de los ordenadores,
la aritmética de intervalos dej6 de emplearse para su propoésito original y
comenzé a ser utilizada por cientificos que empleaban datos provenientes
de sensores cuyas medidas no estaban exentas de cierta imprecisién. En la
década de los 90, la disciplina resurgi6, impulsada desde EEUU, como una
herramienta que permitia resolver una gran cantidad de problemas en los
que el denominador comtn era la imprecisién asociada con los valores que
se manejan. Una de las principales areas de aplicacién son los sistemas elec-
tronicos, sin embargo, tal y como muestra Kearfott y Kreinovich (1996), hay
muchas mas en campos como el control de calidad, la economia, la bioin-
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formética, la geofisica, la medicina, la mecanica cuantica y la inteligencia
artificial.

Antes de describir algunos de los conceptos sobre esta disciplina, es ne-
cesario hacer una consideracién sobre la notacién.

Consideraciéon sobre la notaciéon. En el andlisis de intervalos no existe
una notacion estandar y, en consecuencia, cohabitan diferentes propuestas de
notacién, muchas de las cuales son incompatibles entre si. Kearfott, Nakao,
Neumaier, Rump, Shary y van Hentenryck (2005) realizan una propuesta de
estandarizacién. Dicha propuesta tiene el fin de encajar perfectamente con
la notacién matemaética tradicional y en especial con el analisis numérico y
la optimizacién, de forma que que las férmulas resultantes sean sencillas y
faciles de leer incluso para los legos en la materia. A continuacion, se muestra
un resumen de la propuesta

x representa a un namero real

x = [z,7] representa a un intervalo donde x <7

mid £ = Z%  es el punto medio del intervalo @

rad @ = E% es el radio del intervalo @

X representa a una matriz o vector de nameros reales
X representa a una matriz o vector de intervalos

2.7.1.1. La aritmética de intervalos

La aritmética de intervalos propuesta por Moore (1966) permite realizar
operaciones aritméticas con los intervalos. La premisa fundamental sobre la
que se sustenta es la siguiente: dados dos intervalos @ y b, y un operador
aritmético [, entonces alb es el intervalo méas pequeno posible que con-
tiene allb, Va € a y Vb € b. De acuerdo con esta premisa, la suma, resta,
multiplicacion y cociente de intervalos se definen de la siguiente manera

a+b=[a+ba+D
a—b=[a—ba—Db
}7
}H

a/b=a-(1/b), con 1/b=[1/b,1/b

a-b = [min{a-
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Es importante tener en cuenta que la aritmética de intervalos subsume a la
aritmeética clésica, es decir, si en una operacién de la aritmética de intervalos
tomamos como operandos nimeros reales considerandolos como intervalos
de longitud cero, y operamos con ellos, obtenemos el mismo resultado que si
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hubiésemos hecho dicha operaciéon utilizando la aritmética clasica con dichos
nimeros reales.

En la aritmética de intervalos, la suma y la multiplicacién cumplen siem-
pre la propiedad asociativa y conmutativa, pero no asi la propiedad distri-
butiva. En su lugar, la propiedad subdistribuiva rige en la aritmética de
intervalos. Dicha propiedad se describe de la siguiente manera

a(lb+c) Cab+ac

Esta propiedad quiere decir que el intervalo resultante de la parte izquierda
de la expresion serd mas conciso o igual de conciso que el intervalo resultante
de la parte derecha, es decir, contendra menor incertidumbre.

Las caracteristicas de la aritmética de intervalos son las siguientes:

= Correccidon: El intervalo resultante de evaluar una expresion aritmética
es un intervalo que contiene todos los posibles resultados de las evalua-
ciones de dicha expresién utilizando la aritmética clasica y los valores
puntuales contenidos dentro de los intervalos que son argumentos de
la expresioén.

= Totalidad: Cualquier conjunto de valores puntuales, pertenecientes ca-
da uno de ellos a sus respectivos intervalos, da lugar a una solucion
valida.

= Optimalidad: El intervalo solucién obtenido no es mas ancho de lo
necesario.

La aritmética de intervalos no asume ningin tipo de dependencia entre los
operandos. Sin embargo, cabe preguntarse qué sucede si existe algin tipo de
dependencia entre los operandos que intervienen en una operacién aritmeética
de intervalos. Por dependencia se entiende el hecho de que exista una res-
triccién sobre los posibles pares de valores de los intervalos. Por ejemplo, que
valores altos de un intervalo operando sblo tengan sentido con valores altos
de otro intervalo operando. Lo que sucede en esos casos es que el intervalo
resultante puede ser menos amplio que en el caso que no asume dependencia.
Por lo que el resultado es mas preciso. Ferson y Kreinovich (2006) muestran
diversos modelos de dependencia entre los intervalos, a través de una defini-
cion de correlacion que relaciona los valores de un intervalo con los de otro.
El problema que existe a la hora de aplicar estos modelos en un problema
real es conocer el modelo de correlacién y el valor de la misma. Los autores
sugieren el uso de un intervalo de valores para el coeficiente de regresion y
aconsejan asumir que no hay dependencia en los casos en los que no se esté
seguro del modelo a elegir, ya que esa opcioén es la més conservadora.
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2.7.1.2. Estadisticos para intervalos de incertidumbre

Consideremos unos intervalos (de forma mas general, podrian conside-
rarse unos conjuntos aleatorios) x1, €s..., €,, de forma que los valores reales
x1,T2..., Ty cumplen que x; € x;, Vi € {1,n}. El objetivo es conocer el valor
de los estadisticos que caracterizan la distribucion de la variable considera-
da. Sin embargo, al no estar disponibles los datos reales, sino intervalos que
contienen los valores reales, los estadisticos que se pueden obtener también
sufren esa imprecision y, por tanto, s6lo pueden obtenerse intervalos que
contengan el valor real del estadistico.

Formalmente, dicho estadistico se representa como y = S, (21, 2, ..., xy).
El resultado y es un intervalo, si la funcién S, que caracteriza el estadistico
es continua, como en el caso de la varianza y de la media. Cuando n — oo, €l
intervalo y tiende a un intervalo limite L que contiene el valor del estadisti-
co en la distribucién que ha generado los valores reales. Pueden encontrarse
méas detalles sobre estadisticos para conjuntos aleatorios y sus propiedades
asintoticas en Li, Ogura y Kreinovich (2002).

El problema que surge al calcular estadisticos para intervalos es que la
complejidad computacional aumenta drésticamente y que el tiempo de proce-
so requerido es considerable o, en algunos casos, no asumible. Una excepcién

a este fenémeno, es la media
T1+x2+ ...+ Ty

T = 2.81
z - , (281)

donde las operaciones empleadas vienen descritas segtn la aritmética de in-
tervalos (ver Seccion 2.7.1.1). Gioia y Lauro (2005) enumeran las propiedades
que cumple este estadistico, como, por ejemplo, el criterio de internalidad
segun el cual la media se encuentra contenida entre el minimo y el maximo
de los valores empleados para calcularla o la propiedad segin la cual si se
transforman linealmente un conjunto de intervalos y se calcula su media, el
valor que se obtiene es el mismo que hallando en primer lugar la media de
los intervalos y después aplicando la transformacién lineal.

El célculo de la media utilizando aritmética de intervalos da lugar al
minimo intervalo que contiene todas las medias. Sin embargo, el calculo de
la varianza con aritmética de intervalos y siguiendo la férmula clasica,

52:(ml_53)2—1_(:32_i)2+"'+(m”_£)2, (2.52)

n

da lugar a un intervalo con un ancho excesivo. Esto es debido a que en dicha
formula cada variable x; aparece dos veces (una de forma directa y otra en
la férmula de . Otra forma de hallar el valor de la varianza es mediante la
resolucién de un problema de optimizacién con restricciones. Sin embargo,
el resultado de esos métodos es exponencial en n.

Ferson, Ginzburg, Kreinovich, Longpré y Aviles (2005) proponen una
serie de algoritmos para calcular el limite inferior del intervalo varianza en
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tiempo cuadratico, i.e. su complejidad es O(n?). Sin embargo, tal y como
demuestran Ferson, Ginzburg, Kreinovich, Longpré y Aviles (2002), el calculo
del limite superior de la varianza es NP-dificil, es decir, no existe un algoritmo
que garantice calcular dicho valor en todas las situaciones posibles en un
tiempo razonable. Ferson et al. (2005) proponen un algoritmo para calcular
su valor en tiempo cuadratico siempre y cuando los intervalos reducidos no
intersecten entre si. Los intervalos reducidos se obtienen transformando los
intervalos originales de la siguiente forma

[mid @; — rad @;/n, mid x; — rad x;/n]. (2.83)

Xiang (2006) propone un intervalo para el caso en que, para un valor de
k fijo, no mas de k intervalos reducidos intersecten entre si que tiene una
complejidad de O(n - log(n)).

Ferson et al. (2005) demuestran que el célculo de los limites superiores e
inferiores de los intervalos covarianza y correlacion es un problema NP-dificil.
Beck, Kreinovich y Wu (2004) proponen un algoritmo para el célculo de la
covarianza con una complejidad de O(n3). Por su parte, Ferson et al. (2005)
muestran que el calculo de la mediana para intervalos tienen una complejidad
O(n - log(n)), siempre que no mas de k intervalos intersecten entre si. Una
revisiéon mas detallada sobre los algoritmos desarrollados para el calculo de
estadisticos con incertidumbre en forma de intervalo puede encontrarse en
Kreinovich et al. (2006).

Paralelamente a estos desarrollos, Gioia y Lauro (2005) también propo-
nen un método para el célculo de la varianza, de la covarianza y del coefi-
ciente de correlacién para intervalos. Su propuesta es similar a la realizada
en los los trabajos antes mencionados, sin embargo, no ofrece detalles so-
bre los algoritmos de optimizacién utilizados para hallar los limites inferior
y superior de los estadisticos, ni de la complejidad de estos algoritmos, ni
de su comportamiento ante casos desfavorables como cuando los intervalos
considerados intersectan mucho entre si. Los ejemplos que aparecen en dicho
trabajo ilustran el funcionamiento de los estadisticos propuestos ante dis-
tintas situaciones, pero corresponden a situaciones relativamente favorables
donde el niimero de intervalos es relativamente bajo y éstos no intersectan
apenas por lo que los tiempos de célculo requerido no han debido ser altos.

En Canal y Marques Pereira (1998) se propone otra forma de calcular la
varianza para intervalos. Este enfoque estd basado en el calculo de dos indices
escalares asociados al intervalo: el rango y el médulo. Segin estos autores,
el rango es una medida escalar entre 0 y 1 que determina lo separado que
se puede considerar el intervalo del valor cero; mientras que el moédulo es
una medida escalar que estima la diferencia entre el intervalo considerado
y el intervalo [0,0], con lo que se puede decir que viene a ser similar al
valor absoluto en ntmeros reales. La definiciéon de varianza propuesta esta
basada en el médulo, el cual se aplica como valor absoluto y cuya definicién
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requiere del calculo del rango que a su vez depende de un pardmetro que
fija el analista. En este trabajo no queda suficientemente claro qué pretende
reflejar esta definicién de varianza, ni la utilidad practica de la misma. Esta
debe ser la razén de que no se hayan encontrado trabajos donde se aplique
o se continte esta linea de investigacion.

2.7.1.3. Modelos de regresion lineal

A continuacion se revisan los principales aproximaciones al problema de
la regresion lineal desde el area del analisis de intervalos.

El enfoque basado en el anilisis de intervalos. Marino y Palumbo
(2002) proponen un método para realizar regresion lineal para datos de in-
tervalos que se encuadra dentro del analisis de intervalos. Por tanto, en él los
intervalos representan una acotacién del valor real de la variable, el cual no
puede ser determinado con exactitud debido a, por ejemplo, la imprecisién
proveniente de las herramientas de medida o de otras fuentes.

Empleando la notacién del anilisis de intervalos descrita anteriormente,
el modelo de regresion propuesto por Marino y Palumbo (2002) se denota
como

Y =XB+e, (2.84)

donde Y y € son vectores de n x 1 intervalos, X es una matriz de intervalos
den xp+1y B es el vector de coeficientes de p+ 1 x 1 intervalos. Es decir,
todos los términos del modelo son intervalos. Al aplicar minimos cuadrados
sobre dicho modelo se obtiene

Q = mingen (Y — X B)° = min(e)?. (2.85)
La solucién a esta ecuaciéon requiere

dQ
g
Mediante la generalizacion de las reglas de la diferenciacién a la aritmética

de intervalos, se obtiene que el vector de coeficientes en forma de intervalo
B se determina encontrando la solucién del siguiente sistema lineal

—2(Y - XB) X. (2.86)

(X'X)B=X'Y
B=(X'X)"YX'Y) (2.87)

La estimacion de B3 requiere calcular (X’X)~! lo cual es posible si se da la
condicién de regularidad fuerte.

Definicion 1 Una matriz de intervalos A es regular si toda matriz cldsica
A € A es no-singular i.e. tiene inversa.
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Definicion 2 Una matriz de intervalos A es fuertemente regular si cum-
ple

p (|mid(A™")|rad(A)) < 1 (2.88)
donde p(-) es el radio espectral, que para una matriz cuadrada de datos cld-
sicos M se define como

p(M) = maz{|\|} donde \ es un autovalor de M. (2.89)

La regularidad fuerte implica que en un espacio p-dimensional, para cual-
quier direccién genérica, la variabilidad de los centros de los intervalos pre-
valece sobre la variabilidad de los rangos de los mismos. Sin embargo, en
algunos casos se puede obtener la solucién de un sistema lineal, aunque no
se satisfaga la condicién de la regularidad fuerte.

Marino y Palumbo (2002) afirman que en los problemas estadisticos la
condicién de regularidad fuerte no es habitual y plantean un algoritmo de
programacion lineal para hallar la solucion de la ecuacion (2.87) para todos
los casos (incluyendo los casos en los que se dé la regularidad fuerte) y dando
un 3 cuyos intervalos sean lo mas reducidos posibles.

Marino y Palumbo (2002) muestran un ejemplo del ambito quimico en
el que tienen dos variables clasicas relacionadas linealmente sobre las que
anaden cierta imprecision generada de forma artificial para crear una version
del conjunto de datos en forma de intervalo y mostrar la utilidad de su
método.

El fin de dicho método es modelar la variabilidad debida a una relaciéon
lineal existente entre dos variables a pesar de que la incertidumbre intrinseca
de los datos obliga a expresarlos en forma de intervalo. Este enfoque difiere
del enfoque simbolico, en el cual la variabilidad de los datos (i.e. el rango de
los intervalos) no significa imprecision en las medidas, sino variabilidad; y
dicha variabilidad debe ser recogida por el modelo puesto que es posible que
ella condicione la relacion lineal. Marino y Palumbo (2003) trabaja con el
mismo método sobre un ejemplo relacionado con la permeabilidad del suelo.

Corsaro y Marino (2006) realiza un revision sobre el estado del arte de
los sistemas lineales de intervalos y muestra tres métodos para resolverlos:
el método de Krawczyk, el método de Intervalos Gauss-Seidel y el método
de Eliminacion Gauss de Intervalo. Siendo los dos primeros iterativos y el
tercer un método directo. El articulo realiza una serie de simulaciones para
determinar cual de los métodos funciona mejor. El problema que resuelven
las simulaciones es el del ajuste de un modelo de regresion lineal de interva-
los. En dicho ejemplo, los autores primero consideran datos clasicos, luego
introducen perturbaciones en la variable dependiente y, por tltimo, en la
independiente. Con ello pretenden también estudiar como se propaga la in-
certidumbre de los datos en la solucién. Las conclusiones del estudio son que
el método de intervalos Gauss-Seidel es el que obtiene un mejor compromiso
entre precisiéon y eficiencia.
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El enfoque basado en el conjunto de rectas de regresiéon. Otro
modelo de regresion lineal dentro del anéalisis de intervalos es planteado por
Gioia y Lauro (2005). En él, como es natural en el anélisis de intervalos, se
considera que el intervalo es una representacién que contiene el valor real.
El modelo de regresion que plantean estos autores pretende acotar todas
las posibles rectas de regresién que se pueden dar entre los infinitos puntos
contenidos dentro de los pares de intervalos considerados.

De manera més formal, sea X la variable de intervalo independiente e Y
la variable de intervalo dependiente, sean x; = [z;,7;] e y; = [y,, ;] los valo-
res observados para el individuo i con i =1, ...,n, y sean x; € x; ¢ y; € y; los
infinitos valores contenidos dentro de los intervalos x; e y;, respectivamente,
el modelo propuesto por Gioia y Lauro (2005) viene determinado por dos
parametros en forma de intervalo a y b tal que

Yy = a + bz, (2.90)

donde a y b son dos intervalos que acotan el conjunto de constantes y de
pendientes de las rectas de regresién que se dan entre los infinitos posibles
pares de puntos (z;,y;) contenidos dentro de los intervalos considerados.
Los autores determinan el valor de los parametros resolviendo un proble-
ma de optimizacién con el objetivo de buscar los limites inferiores y superio-
res de los intervalos a y b. Para probar la validez del enfoque lo prueban en
el conjunto de datos empleado en Marino y Palumbo (2003) y obtienen unos
parametros en forma de intervalo mas estrechos, i.e. con mayor precision.

El enfoque basado en la teoria de conjuntos aleatorios. Otro enfo-
que que aborda la regresién para intervalos se ha planteado desde la teoria de
conjuntos aleatorios. Segtun dicha teorfa, los intervalos son un caso particular
de los conjuntos aleatorios compactos convexos. Otros conjuntos aleatorios
convexos mas generales que los intervalos son los hipercubos y las esferas.
La teoria de conjuntos aleatorios es, ademads, coherente con la aritmética de
intervalos. Desde este area, Gil, Lubiano, Montenegro y Lopez-Garcia (2002)
proponen emular el modelo de regresiéon lineal para intervalos mediante una
transformacién afin entre la variable de intervalo independiente y la depen-
diente. Este trabajo, basado en el modelo desarrollado por Diamond (1990),
permite encontrar soluciones 6ptimas para la transformaciéon afin median-
te un procedimiento de optimizacién minimo cuadrética que minimiza los
errores cometidos. Dichos errores se estiman como la distancia entre los in-
tervalos observados y estimados medida mediante una métrica generalizada
en el espacio de intervalos compactos no vacios. La transformaciéon afin con
la que emulan la regresién es la siguiente

y=ax+Db, (2.91)

es decir, el intervalo & es multiplicado por el coeficiente escalar a y sumado,
mediante la suma de Minkowski, con el intervalo b para obtener el intervalo
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y. Las soluciones que se obtienen con dicho enfoque son tnicas o, en algunos
casos, dobles, i.e. hay dos posibles soluciones. Una diferencia importante con
el enfoque de Marino y Palumbo (2003) es que en dicho modelo el coeficiente
era un valor de intervalo y no un escalar lo que afecta a la interpretacién de
dicho modelo. Conviene reseniar que Gil et al. (2002) emplea una métrica para
cuantificar la exactitud del modelo y define un coeficiente de determinacion
para estudiar la relacién entre los conjuntos aleatorios considerados.

Gonzalez-Rodriguez, Colubi, Coppi y Giordani (2006) demuestran me-
diante una serie de ejemplos y de simulaciones que el modelo 6ptimo for-
mulado segtn (2.91) y estimado mediante minimos cuadrados no produce
valores de y adecuados. Esto es debido a que pueden darse casos en los que
y —pg a*x no exista, siendo a* el valor 6ptimo estimado para el coeficiente a
y siendo a —g b= [a—Db, 6—5] una operaciéon de aritmética de intervalos co-
nocida como la diferencia de Hukuhara que sélo esta definida sia—b < @ —b.
Este problema quiere decir que los valores obtenidos por el modelo estimado
no son validos.

Para superar esos problemas Gonzalez-Rodriguez et al. (2006) proponen
el siguiente modelo

ylr = ax + €, (2.92)

donde €, representaria un intervalo residual tal que, para todos los individuos
¢ del conjunto considerado, cumple que y; —g ax; = €., siendo a el valor
estimado para el coeficiente a y siendo E(e€;, ) = b, de forma que la funcion
de regresion de la poblacion vendria dada por Efy|x] = ax + b para todo
z €Y, zi.

Los autores desarrollan una variante del método de minimos cuadrados
para estimar el modelo con estas restricciones y, segiin demuestran empiri-
camente, dicho modelo mejora los resultados del modelo sin restricciones en
términos del error cuadrético medio. El modelo obtenido por este método
asegura que Yy —pg ax se cumple al menos para todos los intervalos utiliza-
dos para estimar el modelo. Gonzalez-Rodriguez et al. (2007) extienden el
modelo de Gonzalez-Rodriguez et al. (2006) para proponer un modelo de
regresion multiple para intervalos.

Gil, Gonzalez-Rodriguez, Colubi y Montenegro (2007) parten del modelo
de regresion propuesto por Gonzalez-Rodriguez et al. (2006) y proponen un
test para comprobar si las variables de intervalo de @ y de y son independien-
tes, es decir, si a = 0 en la ecuacion (2.92). En dicho trabajo se demuestra
que a = 0 si y s6lo si se da simultaneamente que los centros de = y de y y los
radios (o rangos) de x y de y son independientes. Este resultado confirma
la idea intuitiva de que es mas correcto trabajar con los centros y los radios
de los intervalos, en lugar de con sus extremos inferiores y superiores.
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2.7.2. El calculo con distribuciones de probabilidad

El calculo con distribuciones de probabilidad es en realidad una sofistica-
cién con respecto al andlisis y al calculo de intervalos. El objetivo en ambos
campos es similar: realizar calculos con valores cuya magnitud no conocemos
con absoluta certeza o precisiéon. La diferencia es que en el anélisis de inter-
valos s6lo se conocen los limites entre los que se encuentran cada uno de los
valores estudiados, mientras que al emplear distribuciones de probabilidad
se tiene informacién mas detallada sobre esta incertidumbre.

Si las distribuciones de probabilidad de entrada estan definidas completa-
mente y se conocen perfectamente las relaciones de dependencia entre ellas,
se pueden emplear métodos basados en simulaciones de Monte Carlo. Sin
embargo, tal y como indica Ferson (1996), estos métodos no son validos si
no se conoce la relacién de dependencia entre las distribuciones o si éstas no
estan completamente especificadas.

Sin embargo, existen otros enfoques que permiten operar aritméticamente
con las distribuciones de manera directa y evitando las tediosas simulaciones.
Una primera aproximacién a la materia es planteada por Colombo y Jaars-
ma (1980) que proponen un método para operar con variables aleatorias
representadas mediante histogramas. Dicho método supone una extension
de la aritmética de intervalos de Moore (1966) para realizar operaciones con
histogramas. Esta idea se basa en que los histogramas son, al fin y al ca-
bo, un conjunto de intervalos con una probabilidad (o frecuencia) asociada.
Posteriormente, Moore (1984) propone un método muy similar al método
propuesto por Colombo y Jaarsma (1980) para operar con la unién de inter-
valos disjuntos pero contiguos y con una probabilidad asociada. Otro trabajo
relacionado con estos enfoques es el de Kaplan (1981) que aproxima las fun-
ciones de densidad continuas mediante una secuencia de funciones delta.

El trabajo doctoral de Robert C. Williamson sobre aritmética proba-
bilistica, publicado en el International Journal of Approximate Reasoning
(Williamson y Downs, 1990), constituye otro hito notable dentro de la dis-
ciplina. En él se propone caracterizar el resultado de dichas operaciones no
mediante un histograma sino mediante dos recubrimientos (envelopes). Los
recubrimientos contendrian la funcién de probabilidad solucién teniendo en
cuenta los errores de representacién, es decir, los errores debidos a la apro-
ximacién de las funciones mediante conjuntos finitos de puntos o de coefi-
cientes. Esta representacion mediante recubrimientos encaja con el concepto
de limites de dependencia que son la aproximacién inferior y superior de la
funcion resultado cuando no se tiene informacion sobre la dependencia entre
los operandos.

Berleant y Zhang (2004) proponen un método similar que permite cal-
cular las funciones resultado de operar con variables aleatorias que pueden:
ser independientes, tener una relacién de dependencia caracterizada de for-
ma completa o parcial, o que no se puede caracterizar por ser desconocida.
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Otros métodos similares son propuestos por Li y Mac Hyman (2004) y por
Lodwick y Jamison (2003).

Por el momento, no hay investigaciones sobre el calculo de estadisticos
con este tipo de datos. Sin embargo, como se puede anticipar, el calculo de
esos estadisticos o, mejor dicho, de la distribucién de probabilidad de los
mismos no es trivial y ha de suponer una carga computacional considerable.






Capitulo 3

Las Series Temporales
Simbolicas

Todas las teorias son legitimas
y ninguna tiene importancia.
Lo que importa es lo que se hace con ellas.

Jorge Luis Borges

En este capitulo se abordaran las series temporales simbdlicas, es decir, las series
temporales donde la variable observada a lo largo del tiempo es una variable simbdlica.
Este nuevo tipo de serie temporal permite representar la variabilidad que se dé en cada
instante. Dicha variabilidad puede representarse, por ejemplo, mediante un histograma
o un intervalo. En el capitulo se definirdn estas series temporales, se explicardn cémo
se pueden obtener y los métodos que se han propuesto en la literatura para predecirlas.
Antes, el capitulo realiza un repaso de otras aproximaciones que estan relacionadas de
alguna manera con las series temporales simbdlicas. Estas aproximaciones incluyen las
series temporales multivariantes, las predicciones de intervalo y de densidad, las series
temporales valoradas mediante alfabetos de simbolos y las series temporales de graficos
de velas o candlesticks.

3.1. Introduccién

Tal v como se ha indicado en el capitulo 2, el analisis de datos simbo-
licos es un area novedosa dentro de la estadistica y de la mineria de datos.
Su objetivo es el de extraer informacién sobre datos expresados mediante
variables simboélicas, como por ejemplo variables de intervalo y variables de
histograma. Estas variables son mas complejas que las variables clasicas que
describen los elementos mediante un tnico valor, pero describen de manera
mas fiel la realidad al poder representar variabilidad.

69



70 CapPiTULO 3. Las Series Temporales Simbélicas

Al ser un area que tiene menos de 20 anos y con un objetivo tan ambicio-
s0, existen muchas posibilidades de desarrollo dentro de ella. En un principio
las contribuciones en el area se centraron en el anélisis cluster y en los datos
de intervalo, ya que éstos entrafian una menor complejidad. Con el paso de
los afios el catdlogo de métodos se ha ido ampliando y es méas habitual en-
contrar métodos propuestos para otros datos simbélicos, aunque las técnicas
desarrolladas para datos de histogramas siguen siendo maés escasas. Pese a
esta evolucion, tal y como afirman Billard y Diday (2003), es necesario y
deseable que el repertorio de métodos que tratan este tipo de datos continte
ampliandose.

El objetivo de esta tesis es el de hacer confluir el drea de prediccion de
series temporales y el del analisis de datos simbélicos. En la fecha en la que
se empezd a trabajar en la tesis, el ano 2004, no existia en la literatura
especializada ninguna propuesta que abordase la prediccién o el analisis de
series temporales desde la perspectiva del anélisis de datos simbélicos. Sin
embargo, durante estos afios han surgido algunas propuestas para predecir
series temporales de intervalos y, més recientemente, para predecir series
temporales de histogramas.

En este capitulo se definird el concepto de serie temporal simbélica el
cual engloba a las series temporales de intervalo y de histograma. También
se explica como se pueden obtener este tipo de series y se estudia su cone-
xién con otras aproximaciones del anélisis de series temporales en las que
la informacién que se maneja va méas alla del valor puntual. Por dltimo, se
detallaran los métodos propuestos para la prediccién de series temporales
simboélicas al margen de la tesis.

3.2. El concepto de serie temporal simbdlica

Antes de entrar a definir el concepto de serie temporal simbélica es pre-
ciso definir el concepto de serie temporal clasica. Una serie temporal es el
resultado de observar los valores de una variable a lo largo del tiempo, nor-
malmente, con una frecuencia uniforme. La figura 3.1 muestra un ejemplo de
una serie temporal. Para formular una definicion formal de serie temporal se
requiere del concepto de proceso estocastico.

Un proceso estocéstico es un conjunto de variables aleatorias X; donde
el indice ¢ toma valores en un conjunto 7' de instantes temporales para los
que el proceso estd definido. Formalmente se denota como

{X;} talquet € T con T C R. (3.1)

Cada una de las variables aleatorias del proceso se rige segin su propia
funcién de distribuciéon de probabilidad, pudiendo dichas funciones de dis-
tribucion estar correlacionadas.
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Valor observado en t .

magnitud

t, ot ty t, . ts ts t,  tg t
tiempo

Figura 3.1: Serie temporal clasica: valores observados x;

En los procesos estocasticos que consideraremos, T' es discreto, los va-
lores t € T estan espaciados de forma uniforme a lo largo del tiempo y el
valor observado de la variable aleatoria X; en t, que se denota como x, no
depende en ningun caso de los valores futuros. Una serie temporal {z;} es
la realizacion finita de un proceso estocastico {X;} de estas caracteristicas.
En otras palabras, es una muestra de tamano uno del conjunto de variables
aleatorias {X;} que definen el proceso estocastico. La figura 3.2 ilustra este
concepto.

En las series temporales normalmente sélo se dispone de una realizacién
del proceso estocastico a estudiar, es decir, la serie temporal {z;} suele ser
la tinica observacion disponible de {X;}. Este hecho complica su analisis y lo
diferencia de otras areas de la estadistica donde se cuenta con un conjunto
de realizaciones de las variables aleatorias de interés. Al disponer de una
Unica realizacién del proceso estocastico subyacente resulta mas complicado
determinar las propiedades de dicho proceso, que es precisamente el objetivo
del anélisis de series temporales. Para poder estimar dichas propiedades,
es necesario que el proceso sea estacionario o, dicho informalmente, que el
proceso subyacente no cambie a lo largo del tiempo. Mas detalles sobre este
punto pueden encontrarse en textos bésicos sobre la materia como Chatfield
(2001b) y Pena (2005).

Segun el concepto clasico de serie temporal, las observaciones de una
serie son valores puntuales, es decir, cada instante temporal ¢ son descritas
mediante un Gnico valor x; de la variable X;. Dichos valores puntuales no son
capaces de representar la variabilidad de la observacién en el instante ¢. Esto
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Variable aleatoria en t

Valor observado en t .
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Figura 3.2: Proceso estocastico clasico: variables aleatorias X; y valores ob-
servados ¢

no es necesario en muchos casos, pero existen otros, como cuando se estudia
la evolucién en el tiempo de una variable medida en conjunto de individuos,
donde si es aconsejable poder plasmar la variabilidad de la observacién en ¢
de alguna forma.

Para los casos en que la variabilidad sea importante, esta tesis propone
emplear series temporales donde cada observacién sea descrita mediante un
rango de valores observados (es decir, un intervalo que contiene todos los va-
lores observados) o una distribucion de frecuencias de los valores observados
recogida en forma de histograma; es decir, donde la variable observada sea
una variable simbolica de intervalo o de histograma.

3.3. Definicién de serie temporal simbdlica

Una serie temporal simbélica es una serie temporal donde las observacio-
nes son representadas mediante un dato simbélico. Tal y como se mencion6
en el capitulo 2, existen varios tipos de datos simbélicos. Sin embargo, aun-
(ue esta tesis se circunscribe al A4mbito de las series temporales valoradas
mediante intervalos y mediante histogramas, también podrian considerarse,
por ejemplo, series temporales valoradas mediante listas de valores.

Para proponer una definicién mas formal de serie temporal simbdlica es
preciso definir previamente el concepto de variable simbélica aleatoria y de
proceso estocéstico simbdlico.
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Variable aleatoria en t

Intervalo observado en f s

magnitud
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Figura 3.3: Proceso estocastico clasico: representacion de las variables alea-
torias X; y de los intervalos observados x;

Variable aleatoria simbdlica. Una variable aleatoria simbdlica es una
funcién que asigna un valor simbélico a cada elemento del espacio muestral.
En el caso de las variables simbélicas de intervalo, a cada elemento del espacio
muestral se le asociard un intervalo, y en el caso de las variables simbélicas de
histograma un histograma. Pueden verse las definiciones concretas de cada
una de estas variables aleatorias simboélicas en el apartado 2.2.

Cada variable aleatoria simboélica se rige segun su propia distribucion.
El calculo de las funciones de densidad y de distribucién empiricas para las
variables aleatorias simbolicas de intervalo y de histograma fue definido en
los apartados 2.3.1 y 2.3.2, respectivamente.

Proceso estocastico simboélico. Un proceso estocastico simbélico es de-
finido por un conjunto de variables aleatorias simbolicas {X;}, donde cada
variable X; esti indexada por un indice t, tal que t € T, con T C R, i.e. T
denota los instantes para los que el proceso esta definido.

Serie temporal simbélica. Una serie temporal simbélica es la realizacion
de un proceso estocastico simboélico. Es decir, es una muestra de tamano
uno del vector de variables aleatorias simbélicas que caracteriza el proceso
estocéstico simbdlico.
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Variable aleatoria en t
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Figura 3.4: Proceso estocastico clasico: representacion de las variables alea-
torias X; y de las densidades observadas x¢

La figura 3.3 ilustra la idea de que una serie temporal simbélica de inter-
valos es una realizacién de un proceso estocastico simbélico caracterizado en
cada instante por una variable aleatoria y que tiene como valor observado un
intervalo. La figura 3.4 hace lo propio para el caso en el que las observaciones
son funciones de densidad.

Por el momento, dentro del anélisis de datos simbélicos no se ha desarro-
llado una teoria que estudie los procesos estocasticos de naturaleza simbolica.
Sin ese paso previo, no puede definirse el concepto de estacionariedad para
este tipo de procesos, ni estan claras las implicaciones de dicha propiedad de
cara a la elaboracién de predicciones.

Las primeras aportaciones que han aparecido a lo largo de estos anos dedi-
cadas a las series temporales simbodlicas no abordan el tema desde la perspec-
tiva de los procesos estocédsticos simbélicos, sino que toman una perspectiva
més pragmatica centrandose tnicamente en la prediccién de las series. En
esta tesis se adoptard también dicha perspectiva.

3.4. Origen de las series temporales simbélicas

Pese a que hasta ahora no haya existido una literatura que se dedicase
al andlisis de las series temporales simboélicas, éstas son mas frecuentes en
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la vida real de lo que se podria pensar en un primer momento. Las series
temporales valoradas mediante variables simbélicas pueden surgir en alguno
de los siguientes supuestos:

1. Cuando se mide el valor de una variable en una poblacién de individuos
a lo largo del tiempo, pero el interés no recae sobre los valores indivi-
duales, sino sobre el comportamiento de la poblacién como conjunto.
FEn este caso, las variables simboélicas resultan una herramienta 6ptima
para agregar la informacién individual concentrandose, por ejemplo,
en el rango de los valores observados en cada instante, o en un boxplot
o un histograma que resuma la distribuciéon de valores observados.

2. Cuando la variable se observa con una determinada frecuencia (por
ejemplo, cada minuto), pero se quiere analizar su comportamiento en
una frecuencia menor (por ejemplo, cada dia) pero recogiendo informa-
ci6én sobre la variabilidad de los valores observados entre cada instante
de la frecuencia de interés (en este caso, entre cada dia). Las variables
simbolicas sirven, en este caso, para resumir las observaciones de una
forma que recoja mas informacién que una serie temporal clasica.

Las situaciones aqui descritas corresponden con casos de agregacion: el
punto 1 con agregacién temporal y el punto 2 con agregacién contemporénea.
La agregaciéon es, en muchos casos, una estrategia necesaria a la hora de
abordar el andlisis de datos en la vida real. Hoy en dia, debido a la gran
proliferacién de sistemas informaticos y de las bases de datos es habitual
encontrarse con una gran cantidad de datos almacenados. En algunos de los
casos, la frecuencia con la que se registran dichos datos o la gran cantidad de
individuos para los que se almacena informacién hace inabordable su andlisis
sin una estrategia adecuada. La agregacién es una alternativa a considerar
para analizar dicha informacién.

Si a la hora de agregar la informacién, en lugar de usar series temporales
simbolicas, se emplean series temporales clasicas, la informaciéon que se recoge
es menor. Si dicha simplificacién es excesiva, las series temporales simbdlicas
ofrecen una alternativa interesante para reflejar més fielmente la realidad
al recoger la variabilidad o la incertidumbre del fenémeno considerado. En
los casos en los que usar una serie temporal clasica sea suficiente, las series
temporales simbdlicas pueden ofrecer una visién complementaria.

A continuacion, se muestran una serie de ejemplos de cada tipo de agre-
gacion con el fin de ilustrar situaciones donde las series temporales simbélicas
resultan utiles.

3.4.1. Ejemplos de agregaciéon contemporinea

Un caso muy interesante a tener en cuenta en el que la agregacién con-
temporanea resulta util es el caso de un instituto nacional de estadistica que
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registra una serie de variables para todos o para una muestra de los habi-
tantes de un pafs a lo largo del tiempo. Para cada variable, los datos de los
habitantes opueden ser resumidos mediante su media o su mediana o me-
diante cualquier otro estadfstico. Un buen ejemplo de este caso lo constituye
la renta per capita ya que es interesante el estudio de su evolucién a lo largo
del tiempo es interesante, pero lo seria atin méas conocer la evolucién de la
distribucién de los ingresos de los habitantes del pais y no solo de su media.

En realidad, el caso prototipico de los datos que maneja un instituto de
estadistica, es extensible a las empresas demoscopicas que realizan sondeos
de opini6n o paneles de consumidores (Baltagi, 2004). Si éstos se repiten a lo
largo del tiempo y se quiere estudiar su evolucién temporal, las series tem-
porales simbélicas pueden resultar una herramienta muy tutil. De hecho, en
este tipo de datos no se puede trabajar con los datos desagregados, es decir,
con series temporales clasicas, ya que los individuos para los cuales se recoge
la informacién no tienen por qué ser los mismos en los diferentes instantes
en los que se recoge la informacién. Por tanto, la agregacion es necesaria y el
uso de intervalos, graficos de caja o histogramas, puede complementar muy
bien al uso de otros estadisticos como la media.

Otro caso donde la agregaciéon contemporinea resulta 1til es el de las
redes de estaciones meteorolégicas o medioambientales. En estos casos, nor-
malmente se dispone de una serie de estaciones situadas en puntos estra-
tégicos formando una malla que, o bien se distribuye uniformemente en el
espacio, o bien que cubre todos los puntos considerados relevantes. Si el ob-
jetivo no estd en estudiar el comportamiento individual de cada una de las
estaciones, sino el comportamiento global, la agregacién puede resultar muy
atil y el uso de las series temporales simbélicas es una alternativa a tener en
cuenta.

En el &mbito financiero, las series temporales simbdlicas pueden utilizarse
para agregar informacién de, por ejemplo, los rendimientos de un conjunto
de acciones a lo largo del tiempo. Es interesante destacar que este enfoque
ha sido planteado en el trabajo de Gonzalez-Rivera et al. (2008) donde se
muestra una serie temporal de histogramas que representa la distribucién de
los rendimientos de las acciones que conforman el indice bursatil S&P500.

3.4.2. Ejemplos de agregaciéon temporal

En agregaciéon temporal, uno de los ambitos que mejor ilustra el uso
de series temporales simbolicas es el de la climatologia. En climatologia,
variables como la temperatura en una determinada localidad, se miden de
manera continua o casi continua. Sin embargo, el interés en las mismas reside
en estudiar su comportamiento con una frecuencia fija (normalmente, diaria),
utilizdndose tnicamente sus valores minimo y maximo. En estos casos, las
series temporales de intervalos surgen de forma natural al considerar los
intervalos a lo largo del tiempo.
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Otra 4rea donde se puede aplicar este tipo de agregacion es la hidrologia,
donde variables como el caudal de los rios suelen ser registradas mediante
sus valores minimo y maximo en un periodo determinado.

En las finanzas también es habitual agregar temporalmente la informa-
cion. En este ambito, los valores de las cotizaciones de las acciones, de las
divisas y de los indices se actualizan con una frecuencia alta, pero son ti-
picamente resumidos mediante cuatro valores: apertura, cierre, minimo y
méximo. En estos cuatro valores subyacen dos intervalos: el del minimo y el
del méximo, y el de la apertura y el cierre (que es un intervalo que tiene una
direccion, pues indica si el valor ha aumentado o ha decrecido en el periodo
considerado).

En general, cualquier serie de datos que sea registrada de forma continua
es susceptible de ser agregada temporalmente. Ejemplos de estos tipos de
datos son el trafico de las redes de ordenadores, las bisquedas de informa-
cién en la web y los datos provenientes de sensores. Del analisis de este tipo
de datos se encarga el area del data stream mining (Gama y Gaber, 2007),
sin embargo, también son susceptibles de ser representados mediante series
temporales simbélicas. De hecho, en muchos casos, estos datos sélo pueden
ser leidos una tnica vez o una cantidad limitada de veces debido a restric-
ciones de almacenamiento, por ello el hecho de usar datos simbdlicos para
representarlos puede ofrecer soluciones interesantes. Hébrail y Lechevallier
(2007) muestran una primera aproximacion simbdlica a este tema.

3.5. Aproximaciones que van mas alla de las series
temporales clasicas

Tal y como se indica en el apartado anterior, las series temporales clési-
cas presentan limitaciones a la hora de representar algunas situaciones que
surgen en la vida real. Pese a estas limitaciones, hasta el momento no se ha
planteado el uso de las series temporales simbélicas. Sin embargo, si existen
una serie de propuestas que de una u otra manera van méas alla del concepto
de serie temporal clasica y que encierran algun tipo de relacién con las se-
ries temporales simboélicas. En este apartado se repasan algunas propuestas
existentes en la literatura de las series temporales donde se intenta superar
las limitaciones que impone la serie temporal clésica.

En primer lugar se analizan las aproximaciones que se encuentran dentro
de lo que se podria llamar el anélisis clasico de series temporales, es decir,
aquellas aproximaciones que se basan en el concepto de serie temporal como
realizacién de un proceso estocastico. Entre ellas se encuentran:

= Las series temporales multivariantes, que proporcionan la posibilidad
de incluir otras variables para explicar y predecir el comportamiento
de la variable que se estd analizando.
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s Las predicciones de intervalo y de densidad, que reflejan la necesidad
de obtener predicciones que ofrezcan més informacion que la mera es-
timacién puntual, informando sobre la incertidumbre que rodea a una
prediccién.

» La agregacién de series temporales.

Ninguna de estas aproximaciones trasciende el concepto de serie temporal
clasico. Sin embargo, existen otras aproximaciones que si suponen una mayor
ruptura con dicho concepto al plantear una representacién de la informacién
temporal que trasciende la secuencia de valores puntuales, son las siguientes:

s Las series temporales basadas en alfabetos de simbolos.
= Las series temporales de graficos de velas.

= Las series temporales valoradas mediante variables simbolicas, como
las variables de histograma o de intervalo.

Todas ellas seran tratadas en este apartado. Sin embargo, antes de conti-
nuar es necesario resolver la ambigiiedad que surge con el término simbélico.
Tal y como se dijo en la seccién 1.3, existen dos areas, el analisis simbélico
y el analisis de datos simbélicos, que hacen uso del término simbdlico de
una forma ligeramente distinta. En la primera, el término viene dado porque
las series temporales clasicas son discretizadas por medio de un alfabeto de
simbolos. En la segunda, el término simbélico se utiliza para referirse a datos
que se expresan mediante intervalos, variables modales, listas de valores ca-
tegbricos o cuantitativos, histogramas, etc. Se podria decir que el anélisis de
datos simboélicos subsume al anélisis simbolico, pero realmente las dos areas
son distintas.

3.5.1. Aproximaciones desde el &mbito de las series tempo-
rales clasicas

3.5.1.1. Los intervalos y las densidades de predicciéon

En un primer momento, las predicciones de las series temporales clasicas
eran dadas como un dnico valor, sin mayor informacién sobre la precision de
dicho valor. En algunos casos, ademas, dichas predicciones eran representadas
con muchos digitos ofreciendo una precision que era, en el fondo, espuria.
Resulta obvio que la prediccién puntual es muy 1til y que en algunos casos
puede ser la tnica informaciéon que el usuario final emplee en la toma de
decisiones, pero toda prediccién conlleva asociada una incertidumbre que
no conviene pasar por alto. Para reflejar dicha incertidumbre se utilizan los
intervalos y las densidades de prediccién.

La incertidumbre en las predicciones proviene del desconocimiento de
cuatro factores:
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s Las innovaciones futuras.

La distribucién que siguen las innovaciones.

Los verdaderos valores de los parametros del modelo considerado.

FEl modelo que ha generado los datos.

El primer factor es inevitable ya que los valores futuros dependen de inno-
vaciones futuras que no son conocidas. Como consecuencia natural de este
factor, la incertidumbre crece con el horizonte de prediccion. Los otros tres
factores pueden decrecer al aumentar el tamafio muestral.

Las buenas practicas de predicciéon recomiendan representar verazmente
la incertidumbre mediante un intervalo o una densidad de prediccién. En
lineas generales, estas representaciones sirven para:

= Informar sobre la incertidumbre que rodea a una prediccion.

= Permitir la elaboraciéon de distintas estrategias de acuerdo con el rango
de posibles valores que se estima tendréd la variable observada en el
futuro.

= Comparar predicciones de distintos métodos con mayor detalle.

Intervalo de prediccion. Los intervalos de prediccion indican la proba-
bilidad de que el valor pronosticado se encuentre entre dos limites deter-
minados, e.g. el intervalo de prediccion del 95 %. El intervalo de prediccion
depende muy estrechamente del tamano de los errores de predicciéon. A con-
tinuacién se muestra la formula que se emplea habitualmente para hallarlos.

Sea Zx(h) el valor pronosticado para el instante N + h por un modelo
que emplea datos hasta el instante N y sea ey (h) el error de esa prediccion,
el intervalo de prediccion con probabilidad asociada de 100(1 — a)) % viene
dado por

N (h) £ 2o 2/ Varlen(h)], (3.2)

donde z,/o denota el punto porcentual de la distribucion normal estdndar
con una proporcién «/2 por encima de él, y donde la formula para hallar
Var[en(h)] viene dada por el modelo.

En realidad, dependiendo del método de prediccién, de la estrategia y
del contexto del problema, la forma de calcular los intervalos de prediccién
puede variar bastante. Chatfield (2001a) presenta una muy buena revision
sobre el tema en la que aborda cémo calcular los intervalos dependiendo de
la situacion. A continuacion, se muestra de forma resumida un esquema, con
las distintas alternativas
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= Si se conoce el modelo probabilistico que ha generado la serie temporal
y se obtienen predicciones déptimas que minimizan el Error Cuadrati-
co Medio, entonces es posible hallar Var[en(h)] y emplear la formula
(3.2). Este es el caso de los modelos ARIMA para los cuales hay for-
mulas desarrolladas para estimar los intervalos de prediccién.

= Si se asume, aunque no se comprueba, que el método empleado es el
correcto. El lector interesado puede encontrar una discusiéon sobre el
tema, especialmente para el caso de los alisados exponenciales, en el
trabajo de Chatfield (2001a).

= Si no se conoce el modelo o no hay férmulas tedricas disponibles

e Se pueden usar formulas aprozimadas y genéricas para distintos
modelos. Tienen la ventaja de que son sencillas de utilizar pero
el inconveniente de que son bastante imprecisas, por lo que no
deben ser una opcioén a considerar.

e Los intervalos de prediccion se pueden calcular mediante enfo-
ques empiricos que suponen una gran carga computacional y que
se basan en las propiedades de las distribuciones observadas de
los errores, siguiendo enfoques como el de Williams y Goodman
(1971).

e Los intervalos de prediccién se pueden hallar mediante métodos de
remuestreo o simulacion, especialmente para series no demasiado
largas, ya que son métodos que requieren mucha carga compu-
tacional. La simulacién requiere considerar que el modelo consi-
derado es el correcto y, a partir de dicho modelo, generar datos
pasados y futuros para estudiar las propiedades de los interva-
los de prediccién sobre dichos datos. El remuestreo, en lugar de
muestrear las innovaciones de una distribucién paramétrica que
se asume como cierta, muestrea de la distribucién empirica de
los errores pasados va ajustados, y aproxima la distribucién ted-
rica de las innovaciones mediante la distribucién empirica de los
residuos observados.

e Dado un modelo adecuado, el enfoque Bayesiano permite calcular
la distribucién completa de un valor futuro, a partir de la cual se
pueden obtener los intervalos de prediccion.

e También se puede estimar el intervalo de prediccién mediante jui-
cios. Segiin Webby y O’Connor (1996), los intervalos de prediccion
hallados con este método suelen ser a menudo demasiado estre-
chos, lo que denota un exceso de confianza en el método utilizado.
Segun estos autores, hasta el momento, los resultados en este area
no son demasiado esperanzadores.
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Densidad de prediccion. Los intervalos de prediccién simplemente aco-
tan la prediccién, pero no informan sobre en qué parte del intervalo es méas
probable que se encuentre la prediccién. Para eso se emplean las densidades
de prediccion. La densidad de una prediccion proporciona una descripciéon
completa de la distribucién de probabilidad de los posibles valores de la pre-
diccién. En otras palabras, es una estimacién de la variable aleatoria que
dard lugar a la prediccion. La prediccion de la densidad subsume al intervalo
de prediccién, ya que una vez que se conoce la densidad de una prediccién,
el proporcionar intervalos de prediccién con distinta probabilidad asociada
resulta inmediato.

Tay y Wallis (2000) revisan las aplicaciones de las densidades de predic-
cién en los campos de la macroeconomia y las finanzas. En macroeconomia,
las densidades de las predicciones se emplean para dar estimaciones mas
completas de magnitudes cuya prediccién es vital, como la inflacién; y en
finanzas para caracterizar la incertidumbre asociada a predicciones del ren-
dimiento de una accién o de una cartera de acciones, donde la densidad es
habitualmente no normal debido a la falta de simetria o al exceso de curtosis.

En los modelos lineales con innovaciones distribuidas segin una normal,
se suele considerar que la densidad de la prediccién es una normal que tiene
como media la estimacién puntual y como varianza la varianza del error de
prediccién. Sin embargo, eso obedece a una situaciéon que en los contextos
financieros no suele darse. Fn esos casos donde la distribucién de los errores
de prediccién no sigue una normal, la estimacién de la densidad de prediccion
es més complicada. En la literatura sobre el tema hay una gran cantidad de
métodos propuestos para estimar densidades que no tienen necesariamente
por qué ser normales. Una alternativa es, por ejemplo, utilizar algin enfoque
que realice una mixturas de Gaussianas, como los descritos en Weigend y Shi
(2000), o mediante métodos empiricos que siguen un enfoque no paramétri-
co, técnicas de simulacién, aproximaciones Bayesianas, etc. En el volumen
19 del Journal of Forecasting, el nimero 4 esta dedicado a la prediccion de
densidades en economia y finanzas (Timmermann, 2000). Dentro de ese ni-
mero pueden verse muy distintos modelos y un articulo de revisién sobre el
tema a nivel global (Tay y Wallis, 2000).

Un método no paramétrico de prediccidon de densidades. Una ma-
nera obvia de obtener una distribucién futura de la prediccién, es estimar la
distribucion de todos los valores historicos de la serie (mediante un histogra-
ma o mediante un estimador mas sofisticado) y asumir que dicha distribucion
es constante, y que es 1util para caracterizar el futuro. Sin embargo, es una
forma muy tosca de estimar la distribucién, ya que la densidad pronosticada
apenas cambia con el tiempo o lo hace muy lentamente.

Pasley y Austin (2004) proponen un método mas sofisticado que, como
se verd mas adelante, se ha considerado interesante para la tesis. Se trata
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de un método no paramétrico para predecir la densidad de un valor futuro,
que utiliza la idea de usar valores histéricos para estimar la densidad futura,
pero que la refina ya que genera la densidad de la prediccién utilizando sélo
un subconjunto de los valores histéricos que el método considera adecuados.

En lineas generales, este método busca en el pasado de la serie fragmen-
tos o secuencias de la propia serie (i.e. observaciones consecutivas) que se
parezcan a la secuencia actual. Una vez que identifica las secuencias simila-
res a la actual utiliza el siguiente valor de cada una de ellas para construir
un histograma que presenta como predicciéon de la densidad del futuro valor
de la secuencia actual. Para agilizar el proceso, el método consta de una fase
de aprendizaje en la que agrupa en clusters secuencias de la serie similares
entre si, v una fase de prediccién propiamente dicha en la que se buscan los
clusters mas similares a la secuencia actual. Para pasar de la prediccién en
forma de distribucién a la prediccién puntual, aconsejan tomar la media o
la moda de la prediccién en forma de distribucién.

Como se puede ver el método que proponen es una variante del algorit-
mo de Farmer-Sidorowich (Farmer y Sidorowich, 1987) o de la aplicacion del
algoritmo de k-NN en series temporales (Yakowitz, 1987). El método resulta
adecuado para contextos como el financiero donde se dispone de series tem-
porales de alta frecuencia que, ademas, son el resultado de procesos cadticos
o no-lineales.

3.5.1.2. Las series temporales multivariantes

Las series temporales multivariantes tienen como objetivo estudiar la evo-
lucién de un conjunto de dos o mas series temporales y sus interrelaciones a
lo largo del tiempo. Como en el caso univariante, existen dos caminos para
predecir de series temporales multivariantes: utilizar un método ad hoc que
no necesite la formulacién explicita de un modelo, o proponer un modelo
que recoja las interacciones entre el conjunto de series considerado y uti-
lizar dicho modelo para generar predicciones. Entre las aproximaciones ad
hoc que permiten predecir un conjunto de series temporales sin asumir un
modelo, puede citarse la técnica de los k-vecinos simultaneos utilizada en
Fernandez-Rodriguez, Sosvilla-Rivero y Andrada-Félix (1999). Sin embargo,
la mayoria de las aproximaciones existentes para predecir series temporales
multivariantes provienen del terreno de la econometria y, en consecuencia,
consideran de forma explicita un modelo.

El proceso de modelado multivariante se complica notablemente ya que
debe recoger la dependencia serial de las series estudiadas y las posibles
interdependencias que puedan existir entre ellas. En economia, donde se
suelen aplicar estos modelos, suelen existir teorfas que relacionan un conjunto
de variables, por lo que lo natural es considerarlas todas en el modelo. Por
ejemplo, el consumo doméstico estd intimamente ligado con variables como
los ingresos, los tipos de interés y el gasto en productos de inversién.
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Los modelos multivariantes tienen dos objetivos principales:

1. Obtener predicciones més precisas que las que se obtienen mediante
técnicas univariantes.

2. Conocer en profundidad la estructura subyacente del fenémeno que se
quiere estudiar.

Sin embargo, el primer objetivo no se cumple siempre. Los modelos multiva-
riantes suelen obtener mejores ajustes que los modelos univariantes, pero son
varias las razones por las que las predicciones fuera de los datos empleados
en la estimaciéon empeoran a menudo:

= Al haber mas parametros a estimar, hay mas posibilidades de que la
variacion muestral incremente la incertidumbre en los pardmetros y
que ello afecte a las predicciones.

= Al considerarse més variables, existen més posibilidades de que haya
errores de medida o valores atipicos.

s Los datos multivariantes observados pueden no ser adecuados para
ajustar un modelo multivariante.

= Kl calculo de predicciones de la variable dependiente a menudo re-
quiere los valores futuros de las variables explicativas (los cuales no
estan disponibles en el momento de hacer la prediccion). Si para este
propoésito se emplean valores de las variables explicativas se empeora
inevitablemente la calidad de la prediccién.

= Los modelos multivariantes deben estar bien especificados y son més
vulnerables a las malas especificaciones y a los cambios estructurales.
A esto hay que anadir que el modelado multivariante es notablemente
més complejo que el univariante. A menudo existe el riesgo de incluir
variables que dan un mejor ajuste (pero que empeoran la prediccion)
vy de omitir variables realmente relevantes.

FEl objetivo debe ser siempre determinar un modelo parsimonioso que
considere todas las variables importantes. Sin embargo, no es un objetivo
trivial. Los modelos que trabajan con series temporales multivariantes pue-
den dividirse en los siguientes grupos:

= Los modelos de una sola ecuacién.

e Modelos de regresién multiple: muy empleados en la practica por-
que permiten trabajar con datos que no son necesariamente se-
ries temporales. Sin embargo, se desaconsejan para modelar series
temporales (Chatfield, 2001¢). Las razén principal es que un mo-
delo de regresién no tiene en cuenta que las observaciones de las
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variables estan ordenadas en el tiempo, por lo que hay que ha-
cer una serie de modificaciones sobre él para que pueda trabajar
correctamente con series temporales.

o Modelos de funciéon de transferencia o modelos de regresiéon di-
namica: es una clase de modelos de regresiéon mas general y més
adecuada para predecir una serie temporal. La serie de interés se
ve afectada por los valores de otra serie explicativa pero no al revés
(existe causalidad, pero en un s6lo sentido, sin retroalimentacion).

= Modelos vectoriales autorregresivos: Son modelos en los que se conside-
ra un conjunto de variables que estan interrelacionadas entre si. Puede
darse el caso de que haya variables que se retroalimenten unas a otras
(a las que se les llama endogenas) y otras que afecten a las variables
endogenas pero que no se vean afectadas por ellas (estas variables re-
ciben el nombre de exogenas). Liitkepohl (2005) trata en profundidad
este tipo de modelos y distingue los siguientes tipos.

e Modelos VAR: que sélo tienen componente autorregresiva.

e Modelos VARMA: con componente autorregresiva y de media mo-
vil.

e Modelos VECM: que se usan cuando las series consideradas estan
cointegradas, es decir, no son estacionarias pero una combinacién
lineal entre ellas si da lugar a una serie estacionaria. Los modelos
de correccion del error (ECM) y su extension vectorial (VECM)
permiten modelar relaciones de cointegracién entre variables.

e Modelos ARCH y GARCH multivariantes: Constituyen una ex-
tension de los modelos heterocedasticos condicionales autorregre-
sivos propuestos por Engle (1982) para el caso univariante.

» Otros modelos: Chatfield (2001c¢) cita ademés otras familias de modelos
que tratan series temporales multivariantes entre las que se incluyen:
los modelos econométricos (similares a los VAR, pero que pretenden
reflejar una teorfa economeétrica y que contienen tipicamente mas ecua-
ciones), los modelos espacio-estado multivariantes (extension de los
modelos espacio-estado univariantes que anade variables explicativas
en la parte derecha de la ecuacion), el andlisis de intervencion (para
recoger en los modelos la accién de eventos aislados que van a ocurrir
en un determinado instante temporal) y los modelos multivariantes no
lineales (como por ejemplo, generalizaciones de los modelos de umbral
para el caso multivariante).

3.5.1.3. Agregacion de series temporales

En prediccién, y mas especialmente en el 4rea de economia, es habitual
encontrar variables que son observadas a lo largo del tiempo en una serie de
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individuos o regiones y donde interesa conocer el comportamiento agrega-
do y no el individual. En este caso se habla de agregacién contemporanea.
También existe la agregacion temporal que se da cuando el interés reside no
en saber el valor de una magnitud en un determinado instante, sino su valor
agregado en el tiempo, e.g., el total de ventas anuales, en lugar de las ventas
mensuales.

Si el ndmero de valores a agregar es muy alto, la agregacion es la forma
razonable de abordar el problema. El valor agregado que se utiliza para
resumir la informacién puede ser una media, un total, un valor muestreado de
entre los valores observados, etc. Evidentemente, en el proceso de agregacion
se pierde informacion, pero si se opta por agregar, se supone que es porque
la pérdida de informacién no es relevante o, al menos, es asumible.

A la hora de obtener una prediccién de la magnitud agregada, puede que
exista la posibilidad de, o bien modelar los datos de forma desagregada, hacer
las predicciones y luego agregar, o bien agregar primero, y, a continuacién,
predecir y modelar la serie agregada. Ante estas dos posibilidades surge la
duda de cudl de los dos enfoques resulta més adecuado. La resolucién de
estas cuestiones depende de si la agregacién es temporal o contemporinea.

Agregaciéon temporal. Dada una serie temporal {y;}, con t = 1,...,n,
la definicién general de una serie temporal agregada temporalmente cada k
instantes, {y}, con t' = 0,k,2k,3k...,n/k, es la siguiente :

k—1
i =Y Wi (3.3)
=0

calculdndose el valor y;; en los instantes de t = 1,...,n que son multiplos de
k. Esta formula es simplemente una combinacién lineal que recoge las formas
clasicas de agregaciéon temporal como los totales, las medias aritméticas o
las medias ponderadas, pero también otras tales como el muestreo de la serie
cada k periodos (aunque el muestreo no suela considerarse como agregacion
temporal).

Las caracteristicas de los procesos generadores de los datos agregados y de
los datos desagregados no tienen por qué ser las mismas, como resulta obvio.
Brannas y Ohlsson (1999) muestran un ejemplo basado en series temporales
de desempleo donde las no-linealidades que aparecen en la serie de frecuencia
mensual desaparecen al agregar la serie utilizando la media para construir
series trimestrales y anuales. Rossana y Seater (1995) apunta que en las series
econdmicas agregadas anualmente se pierde la variacién relativa al ciclo de
negocio que si aparece en series desagregadas de frecuencia mensual, por
lo que, segin los autores, no son ttiles para estudiar los ciclos econémicos
subyacentes. Una parte de la literatura dedicada a la agregacién ha tratado de
dilucidar la relacién existente entre el proceso generador de la serie agregada
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y el de la desagregada. Silvestrini y Veredas (2005) presentan un estudio a
fondo del comportamiento de la agregacion temporal para procesos generados
a partir de modelos ARIMA-GARCH y muestran cémo derivar el modelo con
los datos agregados a partir del modelo desagregado.

Agregacion contemporanea. Una de las cuestiones centrales dentro de
este area trata de dilucidar si es mejor predecir las series temporales desagre-
gadas y agregar la prediccién, o agregar las series temporales desagregadas
y a continuaciéon predecir. Granger (1990) presenta una revision sobre el te-
ma. La literatura tedrica muestra que, si el proceso generador de datos es
conocido, la predicciéon de los datos desagregados supera a la prediccién que
trabaja directamente sobre los datos agregados. Si el proceso generador no
es conocido y el modelo debe ser estimado, los resultados dependen del pro-
pio proceso, aunque parece mas razonable modelar directamente los datos
agregados. En la practica el proceso generador de datos es (normalmente)
desconocido por lo que la cuestién permanece abierta.

Todo hace pensar que la respuesta depende del grado de interdependencia
existente entre las variables consideradas. Una parte de la literatura trata
el caso en que dicha interdependencia sea debida a un factor comun. Las
conclusiones en ese caso apuntan a que lo mejor es trabajar con las series
desagregadas pero teniendo en cuenta el factor comin (Granger, 1987; Zell-
ner y Tobias, 2000). Otra parte de la literatura (Liitkepohl, 1987) estudia la
interdependencia desde el punto de los modelos VARMA, lo que permite el
tratamiento de la dependencia temporal y de seccién cruzada. Sin embargo,
a medida que el nimero de series a considerar aumenta, los modelos se hacen
mas dificiles de estimar (la llamada "maldicién de la dimensionalidad") y
esto afecta inexorablemente a la precisién de las predicciones. Para evitar
este problema en datos geograficos, Giacomini y Granger (2004) proponen
el concepto de autocorrelacion espacial, que surge cuando las observaciones
en una regiéon estan correlacionadas con las regiones vecinas pero no con las
regiones méas lejanas. En este trabajo, se propone un modelo autorregresivo
para los datos desagregados al cual imponen una matriz de autocorrelacion
espacial. Los resultados muestran que este modelo mejora los resultados ob-
tenidos agregando o ignorando la autocorrelacion espacial.

Por otro lado, el trabajo de Hendry y Hubrich (2006) estudia si se me-
joran las predicciones de la serie agregada al incluir datos desagregados en
el modelo construido para predecir la serie agregada, respecto a modelos sin
esos datos o a modelos desagregados. Las conclusiones que obtienen indican
que si existe una mejora en la precision de las predicciones, aunque no en
todos los casos.



3.5. Aproximaciones que van mas alla de las series temporales clasicas 87

3.5.2. Aproximaciones al margen de las series temporales
clasicas

3.5.2.1. Las series temporales valoradas mediante alfabetos de
simbolos

El objetivo de este drea es analizar los patrones que pueden aparecer en
series temporales que son muy complejas o de un tamano abrumador. Para
ello, lo que hace es traducir estas series a una secuencia de simbolos y analizar
posteriormente dicha secuencia. La secuencia de simbolos representa de una
manera sencilla e ilustrativa la serie original, es mas sencillas de tratar a nivel
computacional que la propia serie original, y es poco sensible a los errores
de medida en la serie original. Daw et al. (2003) ofrecen una revision muy
interesante del estado del arte de la materia.

El proceso de simbolizacién o de definicion de los simbolos tiene sus rai-
ces en la teoria de la informaciéon y puede realizarse de varias maneras. Una
forma simple consiste en dividir el rango de las observaciones en un nimero
finito de regiones y asociar a cada regién un simbolo concreto. También se
puede trabajar con el rango de alguna transformada de los datos origina-
les, como la de los valores diferenciados. Esto es ttil en casos en los que
la serie no es estacionaria o es mas interesante trabajar con la serie de los
cambios en el tiempo que con los valores de la propia serie. El alfabeto de
simbolos puede tener s6lo dos elementos. A medida que el tamafio aumenta,
las probabilidades de que el ruido afecte al proceso de simbolizaciéon tam-
bién crecen. Este proceso requiere también la definicién de la localizacién
de las particiones. Al tratar datos experimentales, esto supone una comple-
jidad anadida ya que tanto el proceso generador de la serie, como el nivel
de ruido son desconocidos. Entre las opciones ad hoc se encuentra coger el
punto central de la particién, la media o la mediana de los datos; también
se pueden generar particiones de igual tamano o de igual probabilidad, etc.
En otros casos, las particiones vienen fijadas por el propio problema, como
en algunos sistemas quimicos donde hay umbrales predefinidos. En cualquier
caso, es recomendable analizar la sensibilidad de los resultados ante distintas
particiones.

Otro enfoque diferente para el proceso de simbolizacién consiste en par-
ticionar el espacio de fases. En este caso los simbolos representan distintas
regiones o un subconjunto de dicho espacio. Las secuencias observadas de
simbolos son segmentos de trayectorias que enlazan regiones separadas del
espacio de fases.

Hébrail y Hugueney (2001) plantean otra manera de realizar el proceso de
simbolizacién. En ella, los simbolos representan distintos episodios de la serie
temporal, siendo un episodio una secuencia de valores consecutivos de dicha
serie. Para hallar el alfabeto de simbolos que representara la serie, realizan
un clustering de los episodios de igual longitud de toda la serie mediante
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Figura 3.5: Arriba: Proceso de simbolizacion (a). Abajo: Histograma de la
secuencia simbolica (b). (Daw et al., 2003)

un mapa auto-organizado (Kohonen, 1995). En este caso, la construccion del
alfabeto depende en gran medida de la serie que se esté analizando con lo que
se pretende captar mejor su estructura subyacente. Con esta técnica reducen
una serie de consumo eléctrico de cerca de nueve mil datos a una serie de
veintiseis simbolos con un alfabeto de cardinalidad tres.

Tras el proceso de simbolizacion, se ha de definir la secuencia de simbolos,
agrupando simbolos consecutivos en orden temporal. Esto se hace mediante
una ventana deslizante, tal y como muestra la figura 3.5. A cada secuencia
posible se le representa mediante un identificador.

Una vez obtenida la secuencia de simbolos, ésta debe ser analizada. Dicho
andlisis entronca con el campo de la dindmica simbdélica y con los modelos
de Markov. Puede encontrarse mas informacién sobre estos temas en el libro
de Kitchens (1998). Ademas del siempre necesario analisis visual de la serie
de simbolos, se pueden utilizar herramientas como el histograma (ver figura
3.5.b o aplicar técnicas de analisis basadas, o bien en la estadistica (e.g. la
norma euclidea y el estadistico de chi-cuadrado), o bien en la teoria de la
informaciéon (e.g. la medida de entropia de Shannon). Con las primeras se
pueden observar las diferencias entre dos secuencias de histogramas y con
las segundas estudiar la complejidad de las mismas.

La secuencia de simbolos también puede ser transformada en una mé-
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quina de estados finita o en una cadena de Markov finita y ser analizada.
Por ejemplo, Keogh, Lonardi y Chiu (2002) proponen un algoritmo que tiene
como objetivo descubrir patrones anémalos o sorprendentes en una base de
datos de series temporales. Para ello, emplean series temporales simboélicas
v modelos de Markov.

En general, las series temporales simbélicas se emplean cuando la estruc-
tura dindmica de la serie original no puede ser captada satisfactoriamente
por funciones senoidales 0 mediante herramientas como las transformadas
de Fourier. Sus aplicaciones pueden encontrarse en campos aparentemente
tan dispares como la astrofisica, la geofisica, biologia, finanzas, medicina,
dinamica de fluidos, quimica, sistemas mecanicos, sistemas de control y mo-
nitorizacién en tiempo real, etc. Por ejemplo, Brida y Punzo (2003) muestran
una aplicaciéon de las series temporales simbodlicas para analizar la evolucion
del crecimiento econ6émico en las cuatro macro-regiones italianas.

3.5.2.2. La prediccion basada en graficos de velas

Tal y como se indican Engle y Russell (2009), las series temporales fi-
nancieras poseen unas caracteristicas muy particulares que hacen que sean
dificiles de tratar: ingente cantidad de datos, la frecuencia con la que se pro-
ducen los valores no es constante a lo largo de las sesiones, existen patrones
intra-diarios, etc. Por ello, para facilitar su visualizacién y su comprensién
muchas veces se utilizan simplemente las series de los cierres diarios, sema-
nales o mensuales, con la consiguiente pérdida de informaciéon de valores
intra-diarios, intra-semanales o intra-mensuales, respectivamente.

Los gréficos de velas o candlesticks mitigan esta pérdida y ofrecen méas
informacién que el valor de cierre del bien que se esté analizando. Més concre-
tamente, proporcionan los valores de apertura y de cierre y m{nimo y méaximo
del periodo considerado (dia, semana o mes). Su representacion grafica ofrece
esta informacion de una manera muy clara, tal y como muestra la ilustracion
3.6. La representacién més habitual del candlestick es la 3.6.d en la que el
intervalo entre los valores de apertura y de cierre es una caja blanca (o verde)
si cierre>apertura, y negra (o roja) si apertura>cierre.

Los candlesticks son una herramienta bésica a la hora de realizar un
anélisis técnico sobre la evolucién de un bien financiero. Son graficos de facil
lectura que reflejan bien la psicologia del mercado y la variabilidad del bien
financiero considerado. Existe toda una teoria sobre los candlesticks que se
dedica a identificar las figuras mas tipicas y a ayudar a la toma de decisiones
de compra-venta basandose en el estudio de la secuencia de candlesticks
(Morris, 2006). Sin embargo, los trabajos que se dedican al analisis de series
de candlesticks usando técnicas estadisticas o de soft-computing son, por el
momento, escasos.

Lee y Jo (1999) desarrolla un sistema que recoge mediante un conjunto
de reglas el conocimiento experto sobre los candlesticks. Los datos reales son
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Figura 3.6: a) Fluctuacion durante el periodo de cotizacion. b) Valor de cierre.
c¢) Candlestick esquematico. d) Candlestick con caja. (Lee et al., 2006)

analizados a la luz de la base de conocimiento (del conjunto de reglas) con el
fin de extraer 6rdenes concretas de compra-venta. Este es el primer trabajo
que conocido que analiza a los candlesticks de forma rigurosa, sin embargo,
no lo hace desde la perspectiva de las series temporales.

Fiess y MacDonald (2002) analizan si el anélisis técnico basado en los
valores del candlestick, es decir, en los valores de apertura, cierre, maximo
y minimo, tiene alguna fundamentacion desde el punto de vista economé-
trico. En su articulo, estos autores analizan las propiedades de dichas series
temporales para el caso del cambio de divisas y concluyen que estas series
ofrecen informacién relevante a la hora de predecir los valores de cierre. En
el cambio de divisas, el cierre de una sesién coincide con la apertura de la
siguiente porque las divisas cotizan en distintos lugares alrededor del globo
durante las 24 horas del dia. Por esta razén, los autores descartan analizar
la serie de los valores de apertura y de cierre y emplean solo los de cierre.
Para modelar la dindmica y las interrelaciones entre las tres series restantes
aplican una serie de técnicas multivariante con el fin de obtener informa-
cion clave sobre la volatilidad y el nivel de las series consideradas. Segun
el articulo, existe una relacién estructural estable entre las tres series y hay
evidencia de causalidad de Granger, por lo que al considerarlas es posible
obtener mejores predicciones de volatilidad y de los niveles de la serie, al
menos en el caso analizado.

Lee et al. (2006) representan las series de candlesticks como series tem-
porales borrosas. Para ello caracterizan la longitud de las sombras superior
e inferior y del cuerpo del candlestick (ver ilustracion 3.6) mediante un na-
mero borroso. También caracterizan con ntimeros borrosos la posicién de los
valores de apertura y cierre del candlestick actual en relacion con el candles-
tick anterior (es decir, si los valores actuales estan en la parte de la sombra
inferior o del cuerpo o de la sombra superior del candlestick anterior) y la
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tendencia que llevaba la serie. La variable a predecir no es el candlestick de
la proxima sesion, sino la variacion en % entre el precio de cierre de la sesion
actual y el de n sesiones futuras. Para realizar la prediccién de la variacién
en % borrosifican también la variable de salida. El algoritmo de prediccion,
en primer lugar, refina el conjunto de variables de entrada para quedarse
s6lo con las més relevantes a la hora de determinar la variacion futura. Esto
lo hace con ayuda de un arbol de decision ID3. La prediccién se realiza con
ayuda de la regla de Bayes para determinar, dado el patron actual, cual es
su variaciéon futura mas probable de acuerdo con los valores histéricos. En el
articulo también se realiza una comparativa utilizando un conjunto de da-
tos de referencia entre el método propuesto y otros métodos de prediccion
de series temporales borrosas de la literatura. Segin los resultados que se
obtienen, el método propuesto queda en muy buen lugar.

Otro trabajo de prediccién basada en candlesticks es el de Izumi, Ya-
maguchi, Mabu, Hirasawa y Hu (2006). En este trabajo, los autores utilizan
los candlesticks para representar la evolucién del comportamiento diario de
un bien financiero a lo largo del tiempo y emplean programaciéon de redes
genéticas para modelar estrategias de compra-venta de dicho bien. Las redes
que utilizan son grafos dirigidos donde existen dos tipos de nodos: de juicio
y de procesamiento. Los nodos de juicio representan seis posibles tipos de
estado segiin la posicién del candlestick actual respecto del inmediatamente
anterior, prestando atencién a dos factores: el color del cuerpo del candlestick
y si existe un salto o ventana entre ellos (es decir, si no existe solapamiento
entre ellos). Los momentos en los que se produce un salto son los momentos
en los que, segun este enfoque, se deben dar las 6rdenes de compra-venta.
Los nodos de procesamiento modelan las decisiones de compra y de venta. La
transicion entre nodos se realiza de un dia a otro. Una sucesién de nodos de
juicio finalizados por un nodo de procesamiento representan una estrategia
de compra-venta. La configuracion final de la red debera determinar la dina-
mica que han seguido las acciones. Durante el periodo de entrenamiento, la
configuracién de la red se optimiza para obtener el méximo de beneficios. El
método propuesto es comparado con otros métodos utilizados para predecir
series temporales financieras como son los perceptrones multicapa y las redes
neuronales de ramas multiples (multi-branch). La comparacion consiste en
medir los beneficios obtenidos por cada uno de los modelos. Los resultados
indican que el método propuesto supera habitualmente al perceptréon mul-
ticapa y que se comporta de forma similar a la red neuronal de multiples
ramas.

En el trabajo de Torkamani, Asgari y Lucas (2006) se estudian las di-
namicas de las series temporales de candlesticks desde la perspectiva de los
sistemas cadticos. Segun la teoria del caos, una serie aparentemente aleatoria
puede estar gobernada por un sistema cadtico no lineal relativamente sim-
ple y, por tanto, determinista. Torkamani et al. (2006) adaptan el método
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de Grassberger-Procaccia (Grassberger y Procaccia, 1983) para estimar la
dimensién cadtica de una serie a las series de candlesticks. Dicho trabajo
muestra que, en las tasas de cambio de divisas, la series de candlesticks tie-
nen una dimensién cadtica menor que las series de los valores de cierre. Esto
quiere decir que el sistema dindmico que rige las series de candlesticks es
menos complejo que el que esta tras las series de los valores de cierre.

Como se puede ver, el interés por el anélisis estadistico y la aplicacién de
técnicas de soft-computing sobre los graficos candlesticks estd despertando
en los tltimos anos. Los resultados son prometedores y muestran un ejemplo
practico de series temporales que van mas alld de la valor puntual, donde
la informacién adicional puede conducir a obtener predicciones que aporten
mas informacién y que permitan tomar mejores decisiones.

3.6. Relaciéon de las series temporales simbdlicas
con las otras aproximaciones que van mas alla
del valor puntual

Tal y como ha mostrado el apartado anterior, existen otras aproximacio-
nes que, de una manera o de otra, van més alla de lasrepresentaciones que
ofrecen las series temporales clasicas. Estas aproximaciones son, en general,
notablemente diferentes a las series temporales valoradas mediante variables
simbélicas. Sin embargo, existen algunas interrelaciones entre ambos enfo-
ques que son dignos de mencién.

Las predicciones de intervalo y de densidad vienen a reflejar la incerti-
dumbre que existe en torno la prediccidén dada en forma de valor puntual.
Pero, ;y si existe imprecisién en los propios valores de la serie temporal?
Esto puede suceder en casos en los que, por ejemplo, el instrumento de me-
dida sea impreciso y que dicha imprecision afecte a cada valor recogido, o
si para cada valor de la serie se toman varias medidas que no coinciden.
En estos casos, las series temporales valoradas mediante variables simbdlicas
permitirfan representar esa imprecisiéon o incertidumbre.

Dentro, de los métodos para predecir la densidad futura, el trabajo de
Pasley y Austin (2004) presenta ciertas analogias con el enfoque de esta
tesis. En primer lugar, considera los histogramas como herramienta para
representar las distribuciones de prediccién y los histogramas son un tipo de
variable simbolica. En segundo lugar, su técnica (similar al k-NN) trocea la
serie en segmentos no tienen por qué corresponder con unidades de tiempo.
Sin embargo, en esta tesis los segmentos corresponden a unidades de tiempo
(ver el item 2 de la lista de la seccion 3.4). La principal diferencia radica en
que el objetivo del método de Pasley y Austin es caracterizar la incertidumbre
de la prediccién mediante una densidad y no predecir la densidad real de la
magnitud considerada en el instante siguiente.
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Por su parte, las series temporales multivariantes permiten reflejar la
evolucién de un conjunto de variables de interés. Puede darse el caso de que
esas variables representen una misma magnitud, pero medida sobre distintos
sujetos y que el interés residiese en predecir el comportamiento del conjunto
o de un agregado. Tal y como muestran Giacomini y Granger (2004), este
problema tienen dos respuestas dentro del area de las series temporales cla-
sicas: modelar las series individuales y luego agregar o hacerlo a la inversa.
El resultado de la agregaciéon puede ser un total, una media o una mediana,
tipicamente. Estos valores pueden ofrecer informacién muy valiosa, pero, co-
mo es bien conocido, también pueden enmascarar caracteristicas importantes
del conjunto de datos considerado. En este sentido, si la agregacion se realiza
utilizando variables simbélicas, como el intervalo del rango o del recorrido
intercuartilico, o como el histograma o el grafico de cajas de los datos, la
informacién agregada que se obtiene puede ser notablemente méas completa.
Esta agregacion fue comentada en el punto 1 de la lista de la seccion 3.4.

Otro punto de conexién entre las series temporales valoradas mediante
variables simbdlicas y las series multivariantes es que algunos métodos que
se utilizan para predecir las series multivarantes sirven para predecir a las
series temporales simboélicas, como las series temporales de intervalos y las de
graficos de cajas. Estas series pueden ser descompuestas en un conjunto de
series multivariantes: las series temporales de intervalos se pueden descompo-
ner en las series de los minimos y de los maximos, y las series temporales de
graficos de cajas se pueden descomponer en cinco series temporales clasicas,
una por cada cuartila considerada. En estos dos supuestos, la, descomposi-
cion da lugar a series clésicas que presentan una clara interrelacion (p.ej. la
serie de los minimos siempre es menor que la serie de los méaximos) por lo
que parece logico considerar su prediccién mediante modelos multivariantes
como los modelos VAR.

Las series temporales basadas en alfabetos de simbolos comparten con
las series temporales basadas en variables simbélicas un afan por simplificar
la serie temporal original y representarla de una manera mas tratable que
conserve la informacion relevante. Sin embargo, la forma de construir las
series en ambos casos es notablemente diferente. Una excepcion a este hecho
la constituye el proceso de simbolizacion de Hébrail y Hugueney (2001) que
divide la serie original en segmentos y representa dichos segmentos mediante
simbolos. Este procedimiento es muy similar a la agregacion temporal que se
realiza para construir series temporales basadas en variables simbolicas (ver
el punto 1 de la lista de la secciéon 3.4).

El uso de gréficos de vela en economia supone un proceso de simbolizaciéon
en el que se pretende simplificar el contenido intradiario (o intra-‘periodo de
interés’) y sustituirlo por un simbolo. En este caso el simbolo no es arbi-
trario, sino que tiene informacion cuantitativa (los valores de apertura, de
cierre, minimo y maximo) que estd expresada en la misma escala que los
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datos originales. Los valores numéricos determinan la forma del simbolo. La
conexién con las series temporales valoradas mediante variables simbélicas
es evidente, ya que éstas también permiten resumir contenido intradiario (o
intraperiodo) y hacerlo, por ejemplo, mediante un intervalo o mediante un
histograma. Realmente el gréfico de velas esta compuesto por dos intervalos:
el que forman el minimo y el maximo, y el que delimitan la apertura y el
cierre (éste ultimo tiene un sentido asociado segun la apertura sea mayor que
el cierre o viceversa). Este hecho hace que los graficos de velas puedan con-
siderarse como un tipo de dato simbélico que sirve para resumir informacién
financiera.

3.7. Meétodos para el anilisis temporal de datos
simbdlicos

Hasta el momento, si descontamos los métodos que se van a proponer en
esta tesis, han sido pocos los métodos desarrollados para predecir series tem-
porales valoradas mediante una variable simbdlica. Las primeras propuestas
que se han realizado se centran en las series temporales de intervalo, lo cual
resulta natural ya que los intervalos son notablemente més sencillos que los
histogramas.

3.7.1. Meétodos para las series temporales de intervalos

En los dltimos anos, han surgido algunas propuestas que adaptan mé-
todos cléasicos a la prediccién de series temporales de intervalo. Dichas pro-
puestas, que seran descritas en este apartado, son un modelo ARMA y un
modelo hibrido que combina el modelo ARMA con una red neuronal artificial
(RNA).

Por otro lado, en finanzas los intervalos de los valores minimo y maximo
de las cotizaciones son registrados periédicamente y son publicados en la
prensa y en los sitios web especializados. Pese a este hecho, no abundan
los trabajos académicos que investigan estos intervalos. En este apartado se
resenaran también los trabajos mas significativos en el area.

3.7.1.1. Una extensiéon de los modelos ARMA a las series tempo-
rales de intervalos

Teles y Brito (2005) proponen una extension de los modelos ARMA para
trabajar con series temporales de intervalos. Ellos asumen que los procesos
que generan los minimos y los méaximos de los intervalos tienen los mismos
parametros pero diferentes medias, siendo la media de la ecuacién de los
méximos mayor que la media de la ecuacién de los minimos. En su modelo
también se asume que las series de los residuos de los dos procesos gene-



3.7. Métodos para el analisis temporal de datos simbdlicos 95

radores (el de los minimos y el de los méaximos) son ruido blanco y son
independientes y con distinta varianza. Los autores consideran ademés dos
enfoques: en el primero de ellos utilizan todas las observaciones de los mini-
mos y de los maximos del intervalo doblando el tamano muestral usado para
la estimacién; en el segundo muestran que la serie temporal de la diferen-
cia entre el minimo y el maximo (i.e. la serie temporal de los rangos de los
intervalos) sigue otro proceso ARMA de igual orden y pardmetros.

Segun los autores, los resultados obtenidos indican que los procedimien-
tos propuestos funcionan correctamente tanto en términos de estimaciéon del
modelo, como en términos de precisién en la prediccion. En cuanto a la es-
timacioén, el método que maneja los minimos y los maximos supera amplia-
mente al otro enfoque. Sin embargo, en cuanto a precisién en la prediccion,
ambos métodos obtienen resultados muy similares.

3.7.1.2. Una modelo hibrido ARMA-+RNA para la predicciéon de
series temporales de intervalos

En Maia et al. (2006a) y Maia, de Carvalho y Ludermir (2006b), los
autores proponen una extension de los modelos ARMA y de los modelos
hibridos para predecir series temporales de intervalo.

La extension de los modelos ARMA es distinta a la propuesta por Teles
y Brito (2005) ya que modelan las series temporales de los centros y de los
radios de los intervalos, en lugar de los minimos y los maximos. El modelo
hibrido que proponen se basa en el modelo desarrollado por Zhang (2003)
para series temporales clasicas. Dicho modelo combina un modelo ARMA y
un perceptron multicapa para obtener las predicciones. Con ellos, el modelo
hibrido pretende recoger los comportamientos lineal y no lineal del proceso
generador de la serie. El modelo hibrido considera que la serie temporal se
descompone en una componente lineal L; y en otra no lineal N; de forma
que {Xt} = {Lt + Nt}

Tanto para el modelo ARMA, como para el modelo hibrido, los auto-
res trabajan con las series de los centros {X; ¢} y de los radios {X; r} de
los intervalos. Ademaés, las modelan de manera independiente sin imponer
ninguna restriccién adicional sobre el modelo.

El modelo ARMA que proponen consiste en

Xio = ¢o,ct+o1,0Xi—1,0F A OpcXi—potZic—b010Zt-1,0—--—0q0Zt—qC
(3.4)

Xi,r = ¢0,r+01,RXt—1,R -+ PpRXt—p, R+ Zt, R—01 RZt—1,R—---—0¢,RZt—q,R

(3.5)
donde {Z; ¢} v {Zi r} son procesos aleatorios con media cero y varianza
constante. A partir de los valores del centro y del radio pronosticados por el
modelo, resulta trivial obtener las predicciones del minimo y el méaximo del
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intervalo R A A A R .
XL = X0 — Xy ry Xov = Xy + XiR- (3.6)

Por su parte, el modelo hibrido que los autores proponen considera que
tanto la serie de los centros, como la de los radios se pueden descomponer
en una componente lineal y otra no lineal de la siguiente manera

{Xtc}t ={Lic+ Nic} y {Xer} = {Lt.r + Ne.r} (3.7)

Las componentes lineales de ambas series serian estimadas por los modelos
ARMA de los descritos anteriormente. Los residuos de las series de los centros
y de los radios a partir de los modelos ARIMA recogen el comportamiento
no lineal de ambas series, es decir, Z;c = Nyc vy Zy,r = N, r. Las series
de residuos son modeladas cada una de ellas por un perceptrén multicapa.
El perceptréon multicapa de una capa oculta que utilizan para modelar cada
una de las series es el que se propone habitualmente

q p
Xp=a0+ Y aj-g(Bo;+ Y BiyXi—i) +eu, (3.8)
j=1 i=1

donde o y 3;; son pardmetros del modelo, p es el nimero de nodos de entrada
y q es el niimero de nodos de la capa oculta. El algoritmo de entrenamiento
utilizado es el de backpropagation y la funcion de activacidon que emplean es la
funcion logistica (o sigmoidea). Una vez que se han entrenado adecuadamente
los dos perceptrones, el de los residuos de los centros y el de los residuos de
los radios, proporcionarén las predicciones de las componentes no lineales de
las series de los centros y de los radios.

Los autores prueban estos modelos tanto con datos sintéticos como con
datos reales. En los datos sintéticos, consideran cuatro series temporales: dos
donde los centros son generados mediante procesos AR(1) y dos donde son
generados mediante procesos no lineales de diferente complejidad. En todos
los casos los radios son generados mediante distribuciones uniformes. Los
datos reales que utilizan pertenecen a una serie de temperaturas minimas
y maximas mensuales de una estacion meteoroldgica de China y realizan
predicciones para seis y doce periodos con ambos modelos. En todas las series
que los autores manejan, el modelo hibrido obtiene mejores predicciones que
el modelo ARMA.

3.7.1.3. El uso de los valores minimos y maximos en datos finan-
cieros

En el dmbito de las finanzas, los valores minimos y maximos de las co-
tizaciones han gozado siempre de gran popularidad. La razén es que estos
valores permiten hacerse una idea de la volatilidad de la cotizacién y, por
ello, son empleados por los analistas técnicos y por el inversor de a pie para
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guiarse en la toma de decisiones. De hecho, estos valores se emplean para el
célculo de indicadores técnicos como el ADX (Average Directional movement
indeX) o el Oscilador Estocastico y para el estudio de las tendencias y de
las lineas de soporte y resistencia de las cotizaciones. Puede consultarse méas
informacién sobre el tema en algin manual de andlisis técnico como, por
ejemplo, el de Bernstein (1995).

Pese a esta popularidad entre los analistas técnicos, las investigaciones
académicas se centran habitualmente en el tratamiento de la serie de los va-
lores de cierre de sesién. Dicho hecho resulta sorprendente porque es obvio
que tanto el minimo como el maximo ofrecen una informacién que no esta
recogida en el valor de cierre. Con todo, los trabajos académicos que con-
sideran los valores minimo y méaximo en finanzas constituyen un pequeno
margen. A continuacion, se reseriaran los mas significativos.

El modelado de las series temporales de los minimos y los maximos
en finanzas. El trabajo de Fiess y MacDonald (2002), que ya ha sido
citado en el apartado 3.5.2.2, estudia la relacion entre las series de los valores
minimos, méaximos y de cierre en series temporales de divisas. Segtun dicho
estudio, hay evidencias de cointegracion entre las tres variables para las series
de cambio de divisas entre el Délar-Yen, Libra-Dolar y Marco-Délar. Ademas,
en el contexto de un modelo vectorial de correccién del error hay evidencias
de que los valores del minimo, del maximo y de cierre son significativos a la
hora de predecir los valores de cierre. Para determinarlo utilizan el test de
causalidad de Granger. Es importante destacar que estos resultados apuntan
a que el anilisis técnico y basado en graficos de velas en realidad intenta
sacar partido de forma intuitiva a dicha relaciéon de causalidad.

Cheung (2007) considera, con buen criterio, que en finanzas las series
temporales de los minimos y los maximos tienden a no distanciarse mucho
a lo largo del tiempo y que, por tanto, tiene sentido considerar que estédn
cointegradas. El trabajo de Cheung se centra en el modelado de las series de
los indices DJTI (Dow Jones Industrial), S&P500 y NASDAQ, y demuestra
que en dichos casos la relacion de cointegracién es cierta. En base a dicha
relacién de cointegracion, el autor plantea un modelo VECM para los mini-
mos y los maximos y lo extiende para anadir otras variables como los valores
de apertura y cierre y el volumen de negociacién. A la luz de este trabajo,
al incorporar dichas variables la capacidad explicativa del modelo aumenta.
La variable menos relevante resulta ser el volumen de negociacién.

Cheung (2007) también muestra que el modelado de la serie temporal
de los rangos (siendo el rango la diferencia entre el maximo y el minimo)
utilizando dnicamente los valores pasados de dicha serie no es la mejor op-
cién para caracterizar el intervalo de variabilidad diaria y que se obtiene un
modelo mejor al incorporar informacién de los minimos y de los maximos.
Desde el punto de vista de esta tesis, este resultado es logico porque el rango
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del intervalo no tiene informacién sobre la posicién del mismo, para ello es
necesario considerar el centro y el rango del intervalo de forma conjunta.
Sin embargo, Cheung (2007) no llega a considerar el intervalo como tal, ni
estudia la capacidad predictiva de los modelos considerados. Estos aspectos
si seran estudiados en el desarrollo de esta tesis.

Determinacién del instante en el que se producen los valores mi-
nimo maximo en las series temporales financieras. Otro trabajo in-
teresante dentro del &mbito financiero es el llevado a cabo por Mok, Lam y
Li (2000). En dicho trabajo, el interés no estd en determinar la magnitud
de los valores minimo y maximo de una serie financiera, sino en determinar
cuéndo es mas probable que sucedan estos valores.

En las series temporales financieras los valores del minimo y el méaximo
diarios son puntos criticos dentro de la serie temporal de precios intradiarios.
Dichos valores representan los dos grandes puntos de inflexiéon en la serie
de precios diarios y vienen determinados por las fuerzas de la oferta y la
demanda. Sin embargo, en el momento en que estos valores se producen, es
imposible saber a ciencia cierta si dichos valores seran finalmente el minimo
o el maximo diario.

Mok et al. (2000) estudian este fenémeno en los mercados de futuros
donde, segun afirman, el minimo y el maximo se alcanzan habitualmente al
principio o al final de la sesién. En dicho trabajo, los autores demuestran que
el hecho de que los minimos y los maximos se den al principio o al final de la
sesién, concuerda con el hecho de que el movimiento de la serie intradiaria
se rija seglin un camino aleatorio.

El trabajo de Mok et al. (2000) no tiene como objetivo predecir la mag-
nitud del minimo y del maximo. La conclusién que obtienen sirve para co-
rroborar de forma estadisticamente rigurosa un fen6meno observado en los
mercados de futuros, que los minimos y los méximos se obtienen tipicamente
al principio o al final de la sesion, pero no es de gran utilidad a la hora de
fijar una estrategia inversora. En realidad, determinar el momento exacto en
el que se producirdn los valores minimos y méximos para una serie intra-
diaria de cotizaciones parece una labor muy complicada. Sin embargo, dicha
informacién puede obtenerse de forma indirecta a través de la predicciéon de
los valores del minimo y del maximo. Ademas, el contar con predicciones
més o menos fiables de dichos valores resulta mas til a la hora de la toma
de decisiones, porque también informa de la magnitud que va a alcanzar la
cotizacion.

El uso de los valores minimo y maximo de las series temporales
financieras para la elaboracién de estimadores de volatilidad. La
volatilidad es un concepto fundamental en finanzas. En un principio, se asu-
mia que la volatilidad era constante. Sin embargo, dicha consideracién era
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excesivamente simplista y alejada de la realidad. Hoy en dia se asume que
la volatilidad varia a lo largo del tiempo y que es hasta cierto punto prede-
cible. Por ello, existen modelos para recoger la volatilidad estocastica. Sin
embargo, pese a la gran cantidad de modelos disponibles, la estimacién de la
volatilidad continta siendo un asunto complicado. El lector interesado pue-
de encontrar una introduccién a los modelos de volatilidad estocastica en el
articulo de Alizadeh, Brandt y Diebold (2002).

Para el proposito de esta tesis, es interesante mencionar una familia de
modelos de volatilidad basados en el rango. El rango en este caso es la di-
ferencia entre valores del maximo y del minimo del periodo considerado y
acttia como representante de la volatilidad. Parkinson (1980) propone el pri-
mer estimador basado en el rango. Garman y Klass (1980) y Beckers (1983)
proponen otros que combinan la informacién del rango con la de cierre. Yang
y Zhang (2000) proponen un estimador donde también tienen en cuenta el
valor de apertura.

Alizadeh et al. (2002) demuestran teoérica y empiricamente que los esti-
madores basados en el rango son estimadores muy eficientes en comparaciéon
con otros estimadores tradicionales v que son robustos ante el ruido que in-
troduce la microestructura del mercado. El hecho de que sean estimadores
eficientes resulta perfectamente l6gico ya que una serie de cierres no contiene
informacién de la variabilidad intradiaria, y si dos cierres consecutivos son
practicamente idénticos los estimadores que se basan tnicamente en esa in-
formacién obtendran como resultado una volatilidad baja, cuando la realidad
ha podido ser bien distinta debida a las fluctuaciones intradiarias. Esta idea
es corroborada por Fiess y MacDonald (2002) que afirma que los estimado-
res de volatilidad basados en el rango permiten recoger caracteristicas de la
microestructura del mercado de las series de divisas tales como los puntos
en los que el mercado se da la vuelta. Estos autores afirman que estos valo-
res no s6lo pueden generar mejores predicciones de volatilidad, sino también
mejores predicciones del nivel de la serie.

Corrado y Truong (2007) emplean un estimador de la volatilidad basado
en el rango para construir predicciones de la volatilidad condicional de series
de indices bursétiles. Para ello, incorporan las estimaciones de la volatilidad
como variables explicativas a un modelo GARCH. El resultado del estudio
indica que las estimaciones obtenidas con el estimador basado en el rango
mejoran la precisién de las predicciones.

3.7.2. Meétodos para la predicciéon de series temporales de
histogramas

Entre los métodos de prediccién para series temporales de histograma
planteados al margen de esta tesis s6lo se encuentra el trabajo de Maté
y Gonzélez-Rivera (2007). Estos autores plantean un método para predecir
series temporales de histograma basado en el anélisis de componentes princi-
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pales para datos de histograma desarrollado en Rodriguez et al. (2000). Dicho
método de predicciéon usa como variables de entrada un conjunto de retar-
dos de la serie temporal de histogramas sobre las cuales realiza un anélisis
de componentes principales y usa la transformada de la primera componente
principal como prediccion para el dia siguiente. Este método es aplicado para
predecir series temporales de histogramas donde cada histograma representa
la distribucién de los rendimientos geométricos diarios de una accién que
se han dado cada mes entre noviembre de 2004 y abril de 2007. Aplican el
método sobre las 35 acciones del IBEX y sobre el propio indice y obtienen
unos resultados segin los cuales su método funciona mejor que el método
ingenuo en 20 de las 36 acciones.



Capitulo 4

Prediccion de Series
Temporales de Intervalos

Es fdcil predecir un futuro
e imposible predecir el futuro.

David Donnelly

Las series temporales de intervalos son un tipo de series temporales simbdlicas
donde cada observacién es descrita mediante un intervalo o rango de valores. Como
cada observacién estd representada mediante un dato simbdlico, i.e. un intervalo, lo
natural es abordarlas desde la perspectiva de los datos simbdlicos. Sin embargo, para
representar un intervalo sélo hacen falta dos nimeros reales (sus extremos inferior y
superior, o, alternativamente, su centro y su radio), por lo que las series temporales
de intervalos también pueden ser abordadas desde el ambito de las series temporales
clasicas utilizando métodos univariantes o multivariantes.

En este capitulo se presentaran las series temporales de intervalos y se estudiaran
distintos aspectos relativos a ellas entre los que se encuentran: su definicién, coémo se
obtienen, distintas aproximaciones a la medicién del error en este tipo de serie temporal
y un conjunto de métodos y de estrategias para predecirlas. La capacidad de prediccion
de los métodos presentados en el capitulo serd probados sobre un conjunto de series
temporales provenientes de distintos ambitos.

4.1. Introduccion

En una serie temporal clésica, cada periodo estd representado como un
unico valor. Este enfoque es 1til para representar una gran multitud de si-
tuaciones que se dan en la practica. Sin embargo, como se ha mencionado
en el capitulo anterior, existen fenémenos que no pueden ser representados
adecuadamente por este tipo de series temporales.

101
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Las series temporales de intervalos (STI) permiten representar situacio-
nes en las que las observaciones se ven afectadas de variabilidad, lo que hace
que sea mas adecuado representarlas por medio de un intervalo. Los interva-
los de la STI también podrian representar imprecisiéon o incertidumbre.

En este capitulo se abordaran la prediccion de STI y se sentaran las bases
para poder trabajar y predecir series temporales de histograma. En primer
lugar, se definird qué son las STI.

4.2. Definiciéon de Serie Temporal de Intervalos

Definicién. Una serie temporal de intervalos, {[X];}, puede definirse como
una secuencia de rangos de valores que son observados en instantes sucesivos
en el tiempo denotados por ¢t = 1,...,n, y donde cada rango se representa
mediante un intervalo de la forma

(X = [Xo,0, Xl (4.1)

con —o0o < Xy, < Xy < oo, siendo Xy 1, el extremo inferior del intervalo,
i.e., el minimo valor observado, y X;y el extremo superior del intervalo,
i.e., el maximo valor observado. Alternativamente, el intervalo [X]; puede
representarse como

[X}t = <Xt,C'7Xt,R>7 (42)

donde Xy ¢ = (Xt + Xtv)/2 es el punto medio del intervalo, i.e., el centro,
y Xe,r = (Xov — Xe1)/2 es la mitad de la longitud del intervalo, i.e., el
radio.

Como puede observarse, la notaciéon que se emplea en este capitulo para
representar los intervalos no coincide con la presentada en el capitulo 2, pero
es la que se ha estimado como més adecuada y menos confusa para trabajar
con intervalos en el contexto de las series temporales.

Desde el punto de vista del anélisis de datos simbolicos, una STI puede
definirse como la realizaciéon de un proceso estocastico donde cada instante
temporal esta representado por una variable aleatoria de intervalo (ver la
definicion de variable aleatoria de intervalo en el punto 2.2).

Otra forma alternativa de concebir una STI es como la realizacion de un
proceso estocéstico bivariante donde las dos variables pueden ser el minimo
y el maximo, o el centro y el radio. Cada una de estas variables daria lugar
a su propia serie temporal.

Un intervalo queda perfectamente definido mediante dos valores: sus ex-
tremos superior e inferior o, de forma equivalente, su centro y su radio. En
realidad, cualquier pareja tomada de entre estos cuatro posibles valores sirve
para definir al intervalo ya que permiten obtener los otro dos valores, e.g. a
partir del centro y del extremo inferior podemos obtener facilmente el radio
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y el extremo superior. Sin embargo, conceptualmente resulta mas correcto
tomar o bien los extremos, porque denotan los limites del intervalo, o bien el
centro y el radio, porque hacen énfasis en dos caracteristicas fundamentales
en la estadistica como son la tendencia central y porque ademads dichos va-
lores estan relacionados con el concepto de bola que se emplea en topologia,
como ya se vio en el apartado 2.2.

4.3. El interés de las series temporales de intervalos

Los intervalos permiten representar los siguientes casos.

= Cuando no se dispone de informacién precisa y la observacién debe
recoger dicha imprecisién en forma de intervalo. En estos casos, el
intervalo recoge el rango de valores en el que se encuentra el valor
real. Esto sucede cuando el instrumento de medida no es fiable.

= Cuando se resume mediante un intervalo el valor de una variable ob-
servada en un conjunto de individuos en un determinado instante.

= Cuando se resume mediante un intervalo una secuencia de valores ob-
servada en un individuo en un periodo de tiempo.

Respecto al primer caso, es complicado pensar una situacion en la que sea
necesario predecir una STI donde los intervalos representen la imprecision de
un instrumento de medida. Sin embargo, en el caso de que se presente una
serie de esta naturaleza y se quiera predecir prescindiendo del intervalo las
conclusiones que se pueden obtener pueden ser erréneas, especialmente si la
imprecisién que rodea a las observaciones no es pequena.

El segundo caso representa una situacién en la que se realiza agregacion
contemporanea. En estos casos, lo habitual es tomar como resumen de las
observaciones una medida de tendencia central, como serfa la media o la
mediana. La informacién que aporta el intervalo es complementaria a la que
aportan las medidas de tendencia central, ya que describe la variabilidad de la
muestra observada. Ademas, segin el objetivo del anéalisis, puede plantearse
un intervalo donde, para evitar la influencia de los valores extremos, los
extremos sean los percentiles del 10 y del 90, o donde el intervalo represente
el recorrido intercuartilico de las observaciones.

El tercer caso, representa una situaciéon de agregaciéon temporal. En estos
casos, se puede proceder de varias formas:

= Se puede tomar el dltimo valor observado de la secuencia o el primero
o uno muestreado al azar. El problema que tiene esta aproximacién es
que ignora completamente la variabilidad del fenémeno. Si no existe
variabilidad o ésta no es relevante, puede ser un enfoque apropiado,
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pero si hay variabilidad, parece més adecuado recogerla mediante un
intervalo.

= Si se trata de una variable en la que tenga sentido estudiar el total
acumulado, como es el caso de una variable que mida el consumo o la
produccién de un bien, pueden calcularse los totales en cada periodo.
En estos casos, los intervalos ofrecen una representacién alternativa
para informar de la variabilidad durante cada periodo.

s Existen otros casos en los que la representacién natural de este tipo
de series son los intervalos que recogen los valores minimos y maximos
observados en cada periodo. Los ejemplos mas claros de este tipo de
series se dan en las finanzas para reflejar el rango de precios de una
accion o de un indice durante una sesién y en meteorologia para reflejar
las temperaturas minimas y maximas.

Como ya se vio en el apartado 3.7.1.3, los intervalos de los valores minimo
y méximo juegan un papel muy relevante en finanzas porque son los puntos
de inflexién en los precios de los bienes. Estos puntos vienen determinados
por las fuerzas de la oferta y la demanda y pueden convertirse, mientras que
no sean superados, en los valores de soporte y resistencia para las sesiones
futuras. El conocimiento anticipado de dichos valores es, por tanto, de vital
interés para los inversores, ya que marcan sobre los puntos de referencia
para entrar o salir del mercado. De hecho, los inversores a menudo lanzan
ordenes stop-loss® cerca de los valores minimos y maximos recientes. Si se
tiene una prediccion fiable de los valores minimos y méaximos de la sesion, a
lo largo de la propia sesiéon se pueden identificar los instantes en los que se
alcanzan dichos valores y establecer una estrategia de compra o de venta con
respecto a ellos. Ademas, son unos buenos indicadores de la volatilidad de
un bien financiero. Pese a su relevancia y tal y como mostré el apartado el
apartado 3.7.1.3, se ha trabajado poco en su prediccién de los valores minimo
y maximo. Desde la perspectiva de esta tesis, la secuencia de valores minimo
y méximo puede ser considerada como una STI. Por tanto, los métodos de
que van a ser propuestos en este capitulo pueden ser empleados para predecir
estos valores y, de hecho, asi se haré en el apartado 4.10.

4.4. Medidas de Error para series temporales de
intervalos

En las series temporales clasicas, el error en un determinado instante se
mide como la diferencia entre el valor pronosticado y el valor real. Para poder
agregar el error cometido a lo largo del tiempo se toma el error elevado al

!Las 6rdenes stop-loss son 6rdenes de venta que obligan a vender (comprar, resp.) si
las cotizaciones bajan (suben, resp.) o si pierden (alcanzan, resp.) un nivel prefijado
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cuadrado o en valor absoluto para evitar el efecto de compensacién que se
da entre los errores negativos y positivos.

La adaptacion al contexto de las STI del concepto de error como dife-
rencia entre el valor observado y el pronosticado no es posible utilizando la
aritmética de intervalos (ver més informacion sobre ella en la Secc. 2.7.1.1).
Esto es debido a que el operador aritmético de diferencia entre dos interva-
los no sirve para cuantificar la desviaciéon que existe entre ellos (Palumbo y
Lauro, 2003). Para explicarlo mejor emplearemos un ejemplo.

Consideremos el intervalo observado [Y]; = [A] y un intervalo que pronos-
tica perfectamente el valor observado [Y]; = [A], si empleamos la diferencia
de intervalos tal y como se define en el apartado 2.7.1.1, entonces se cumple

A~

Y] — [Y]: =[0,0] & [A] = [a,a] con a € R. (4.3)

Si el intervalo [A] no es degenerado (i.e. no es un intervalo de longitud cero),
lo que se obtiene es un intervalo centrado en el cero y de longitud igual
al doble de la longitud de [A]; e.g. si [4] = [1,2], el resultado es [—1,1].
Esto sucede porque la finalidad de la aritmética de intervalos es ofrecer un
intervalo que acote todos los posibles resultados que se dan al considerar
cada uno de los valores posibles en cada uno de los operandos.

Esto demuestra que la aritmética de intervalos no es util para definir el
concepto de error en una ST1, por lo que son necesarias otras aproximaciones.
A continuacién, se propondran dos de ellas, una basada en el uso de distancias
para intervalos y otra que consiste en considerar el error cometido en las series
temporales clasicas de los minimos, los maximos, los centros y los radios.

4.4.1. Medidas de error basadas en el concepto de distancias

Una posible alternativa para medir el error en STI consiste en represen-
tar el concepto de error como la distancia entre el intervalo observado y el
intervalo pronosticado.

Las distancias permiten cuantificar de forma objetiva la discrepancia en-
tre dos intervalos. Ademas, por definicion una funcion distancia es definida
positiva lo cual facilita la agregacion de errores sin necesidad de tomar sus
valores absolutos o de elevarlos al cuadrado.

4.4.1.1. Distancias para datos de intervalos
A continuacion, se muestran una serie de distancias para datos de inter-

valo que han sido planteadas en la literatura.

Distancia de Hausdorff. Hausdorff defini6 una métrica para conjuntos
compactos. Un intervalo es un conjunto compacto definido por un par de
valores ordenados, i.e. el extremo inferior y el extremo superior. Dados dos
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intervalos [A] = [AL, Ay] = (Ac,Agr) v [B] = [Br,By| = (B¢, Br), la
métrica de Hausdorff para intervalos es

du([A],[B]) = méx(|AL — BL|,|Av — Byl)
= [Ac — Bce| + |Ar — Bgl. (4.4)

Esta medida cumple las propiedades para ser considerada una distancia y se
emplea habitualmente en el anélisis de intervalos (Moore, 1979). Es interesan-
te resaltar que, si se consideran dos intervalos degenerados, i.e., [A] = [z, z]
v [B] = [y, y], entonces obtenemos dg([A], [B]) = |x — y|, que es la topologia
habitual que se emplea en la recta real.

La distancia de Hausdorfl puede interpretarse como la distancia de Man-
hattan entre dos intervalos, donde cada intervalo es un elemento definido por
su centro y por su radio. De forma equivalente, también puede interpretarse
como el maximo de las distancias entre los extremos inferiores o entre los
extremos superiores de los intervalos.

Distancia de Ichino-Yaguchi. Ichino y Yaguchi (1994) proponen una
métrica de Minkowski generalizada para un espacio multidimensional donde
las variables pueden ser de distintos tipos (entre ellos, se encuentran los
intervalos). Dicha métrica se basa en el uso de los operadores cartesianos
de unién e interseccion, los cuales se definen de la siguiente forma para dos
intervalos [A] y [B]

[A]® [B] = [AJU[B] = [min(AL, Br),maz(Ay,Bu)ly  (4.5)
[Alo[B] = [Aln[B]. (4.6)

Dados estos operadores, la distancia de Ichino-Yaguchi entre [A] y [B] se
define como

dry([A],[B) = w([A]U[B]) - w([A]N[B))
+7(2w([A] N [B]) —w([A]) —w([B)),  (4.7)

donde w([X]) es la longitud del intervalo [X], i.e. w([X]) = Xy — X, ¥
donde v € [0,0.5] controla el efecto de la cercania de los extremos interiores
y de los extremos exteriores de los intervalos [A] y [B]. Esta medida cumple
las propiedades para ser considerada una distancia. Los autores sugieren el
valor v = 0.5 como apropiado, lo que da como resultado

diy"* ([A], [B]) = w([A] U [B]) - 5 (w([A]) + w((B))), (4.8)

Al tomar el valor de v = 0.5 la distancia se vuelve mas facilmente interpre-
table ya que se convierte en

A5 (AL [B)) = 5 (1Br — Arl + |Bu — Aul). (19)
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Esta distancia se puede interpretar como un medio de la distancia de Man-
hattan entre dos intervalos, donde cada intervalo es un elemento definido por
su limite inferior y por su limite superior.

Distancia de De Carvalho. De Carvalho (1994) propone la siguiente
normalizacién de la distancia de Ichino-Yaguchi

dy ([A, [B])

_ g
oA} 1B]) = 2 o)

(4.10)
donde dy([A], [B]) viene dado en (4.7). Esta medida es una distancia y toma
valores en el rango [0, 1].

Si v = 0, la medida toma su valor méximo cuando la intersecciéon entre
los intervalos es nula, sin tener en cuenta lo distantes que se encuentren éstos
entre si. Este no es un comportamiento adecuado para medir errores en STI,
por lo que se descarta v = 0. Sin embargo, para v = 0.5, la distancia presenta
unas propiedades maés interesantes; son las siguientes:

» dpc([4], [B]) = 1siy solo si los intervalos son degenerados y diferentes
entre si, e.g [A] = [3,3] y [B] = [4,4];

» dpc([A],[B]) = 0.5 si los intervalos considerados son adyacentes, e.g.
[A] = [1,3] y [B] = [3,7], 0 si uno de los intervalos es degenerado y
estd contenido dentro del otro, e.g. [A] = [1,4] and [B] = [2,2];

» dpco([A],[B]) < 0.5 si y sélo si w([A] N [B]) > 0;

» dpc([A4],[B]) < 0.25 si y solo si % > 0.5.

Resulta evidente que en el contexto de la predicciéon de STI una distancia
entre la prediccion y la observaciéon de dpo > 0.5 denotarfa una prediccion
muy pobre.

Distancia intervalar definida a partir de un ntacleo. Gonzélez, Ve-
lasco, Angulo, Ortega y Ruiz (2004) realizan un anélisis de una serie de
distancias para intervalos. Fn dicho anélisis descartan la distancia de Haus-
dorff (4.4) por no tener en cuenta la distancia entre los extremos cercanos
de los intervalos. Para mejorar esta distancia recurren a la definicion de una
funcion nucleo (o kernel). La funciéon nucleo permite establecer similitudes
entre los elementos originales a partir de sus transformados, lo que conlleva,
en ocasiones, la posibilidad de definir una distancia entre los puntos origen.
Para ello, el kernel emplea una aplicacion definida desde el conjunto de tra-
bajo (el cual puede no estar provisto de ninguna estructura matemética a
priori) a un espacio vectorial dotado de un producto escalar, e.g. R". Puede
consultarse el articulo de Gonzélez et al. (2004) para obtener méas detalles
sobre el kernel y sobre la funcién de aplicacion.
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La distancia que se define como conclusién de. estudio es la siguiente

d(A], [B]) = \2«& AP (Bo—Ap? (411)
= V(Bc—Ac)? + (Br — Ar)>. (4.12)

Esta distancia puede interpretarse como la distancia euclidea entre dos
intervalos, donde cada intervalo es un elemento definido por su centro y por
su radio. En otras palabras, es una métrica de Minkowski de orden dos,
mientras que la métrica de Hausdorff (4.4), lo era de orden uno.

La distancia definida a partir de un ntcleo también guarda una relacién
similar con la distancia de Ichino-Yaguchi (4.9). Ambas distancias pueden
considerarse como una métrica de Minkowski del siguiente tipo

1 1 1/q
dary ([A] [B]) = | 5(Br = Ap) + 5 (Bu — Av)!| (4.13)

siendo ¢ = 1 para la distancia de Ichino-Yaguchi y ¢ = 2 para la distancia
definida a partir de un nucleo.

Gonzdlez et al. (2004) plantean también una extension de su medida
(4.12) para el caso en el que los intervalos se encuentren dentro de un soporte
compacto, i.e. de un intervalo cerrado.

4.4.1.2. Definicién del Error Medio basado en una Distancia

Sea {[Y];} la STI observada y {[Y];} la STI pronosticada, con t = 1, ..., n,
el Error Medio basado en una Distancia se define como

S (dx (V] mmﬁ 3 (414

n

EMD§—<

donde dx es una de las distancias que han sido consideradas como adecua-
das en el apartado anterior, a saber: Hausdorff (4.4), Ichino-Yaguchi (4.9),
De Carvalho (4.10) o la distancia definida a partir de un kernel (4.12). El
parametro ¢ es el orden de la medida de error, de forma que si ¢ = 1, el error
en t serd agregado como en el error absoluto medio, mientras que si ¢ = 2, la
medida resultante sera similar a la raiz cuadrada del error cuadratico medio.

Cualquiera de estas distancias puede resultar adecuada, todo depende
del proposito del analisis de si, por ejemplo, se considera adecuado usar una
medida de error cuadratica o no, o de si se necesita una medida facil de
interpretar, etc.

4.4.2. Medidas de error estimadas sobre las series tempora-
les clasicas

Las medidas de error para STI basadas en distancias miden las diferencias
entre dos componentes de los intervalos, que son el centro y el radio, o bien el
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minimo y el maximo. Los dos pares de componentes estan interrelacionados,
pero no es posible a partir del error medido sobre uno de ellos hacerse una
idea del error que se ha cometido en el otro par. Ademés, estas medidas
agregan el error de los dos componentes considerados, de forma que tampoco
permiten discernir en la prediccién de cudl de ellos se estd errando més.

Por tanto, si lo que se busca es un conocimiento mas preciso del error
que se comete en cada uno de los componentes, lo mas razonable es calcular
el error cometido en cada uno de ellos por separado. Para ello, basta con
considerar las cuatro series temporales clasicas {X; 1}, {Xiv}, {Xic} v
{X¢r} y estimar el error que se ha cometido en cada una de ellas segin sus
predicciones, {X; 1}, { Xt v}, {Xec} v {Xt.r}

Puede pensarse que, como las cuatro series temporales estan expresadas
en la misma unidad, basta con emplear una medida de error dependiente de
la escala de medida, como el Error Cuadratico Medio o el Error Absoluto
Medio. Sin embargo, la magnitud de los errores cometidos en las cuatro series
temporales puede ser bastante diferente, lo cual es habitual especialmente en
el caso del error cometido en la serie de los radios. Esto puede dar lugar a
interpretaciones erréneas como, por ejemplo, pensar que el radio se esta
prediciendo mejor que el resto de los componentes sélo porque la magnitud
de su error es menor que la del error de los otros componentes.

Puede pensarse también que, para evitar el efecto de la escala de medida,
puede resultar adecuado emplear el Error Porcentual Absoluto Medio. Sin
embargo, esta medida toma valores inusualmente grandes si los valores de
la serie son cercanos a cero y toma el valor infinito si hay algin instante
en el que la serie vale cero. En algunas STI, los valores de los radios (o de
alguna otra componente) pueden ser cercanos a cero o cero, por lo que esta
medida no resultaria adecuada en esos casos. Ademaés, la medida también
plantea problemas de simetria ya que penaliza més los errores positivos que
los errores negativos y no es adecuada si la serie que se estd analizando no
estéd expresada sobre una escala donde el cero significativo, como sucede con
las temperaturas expresadas en °C.

Por ello, es necesaria otra medida de error independiente de la escala de
medida. Hyndman y Koehler (2006) realizan un andlisis en profundidad de
este tipo de medidas, entre ellas, las medidas basadas en el error porcentual
como el Error Porcentual Absoluto Medio y sus variantes simétricas, también
las medidas basadas en errores relativos como el Error Relativo Absoluto
Medio, y las medidas relativas como la U de Theil (Theil, 1966). Segun
Hyndman y Koehler todas las medidas de error existentes en la literatura
presentan alglin inconveniente, por ello estos autores optan por presentar
una nueva medida de error basada en el concepto de error escalado.

FEsta medida consiste en dividir el error cometido en el instante ¢ entre el
Error Absoluto Medio muestral cometido por un método de referencia, como
puede ser, por ejemplo, el método ingenuo. Sea la serie temporal {y;} con
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t=1,...,m,m+1,...,n, donde m representa la longitud del periodo muestral

y n es la longitud de la serie temporal, el error absoluto escalado en t es

_ [yt — Ut

= — .
m—1 21'12 i — Yi—1]

G (4.15)

La interpretaciéon de ¢; es sencilla. Si ¢z < 1, entonces el método que
se estd analizando es mas eficaz en la prediccion que el método ingenuo
en media durante el periodo muestral. Inversamente, si ¢; > 1 el método
analizado obtiene una prediccién peor que las que ofrece en media el método
ingenuo durante el periodo muestral.

Una vez definido el error escalado, Hyndman y Koehler (2006) proponen
el Error Absoluto Escalado Medio (FAEM) como

EAEM = media(gt). (4.16)

Segin Hyndman y Koehler (2006), los errores escalados deben convertirse en
un enfoque estandar a la hora de comparar las predicciones obtenidas sobre
series que se expresan en una escala diferente o con distintas unidades de
medida. Las razones que alegan son que estos errores son facilmente inter-
pretables y a que son fiables en cualquier circunstancia, ya que no toman
valores infinitos o valores sesgados.

4.4.2.1. Una medida de error escalada y cuadratica

Hyndman y Koehler (2006) afirman que se pueden desarrollar medidas
similares al FEAEM, como, por ejemplo, la raiz cuadrada del error cuadratico
escalado medio (RECEM).

Resulta mas natural usar este error que el EAEM cuando los pardmetros
del modelo se han estimado mediante minimos cuadrados como puede hacerse
con los modelos ARIMA, los modelos VAR o el perceptron multicapa, ya que
el RECEM es un error cuadratico y no absoluto el EAEM. A continuacion
se definird el RECEM.

En primer lugar, el Error Cuadratico Escalado en ¢ se define como
_ (ye — 9e)?
ﬁ ZQQ(% —Yi-1)?

El factor por el que se escala el error cuadratico en ¢ es el Error Cuadra-
tico Medio cometido en el periodo muestral. Dada la definicién del Error
Cuadratico Escalado en t, el RECEM se define como

RECEM = /media(st). (4.18)

Es facil comprobar que la ecuacion (4.18) es equivalente a

RECM
RECM;,’

s (4.17)

RECEM = (4.19)



4.5. Predicciéon mediante los modelos univariantes y multivariantes clasidasl

donde RECM}, es la raiz cuadrada del error cuadratico medio cometido por
el método ingenuo en el periodo muestral y donde m es la longitud del periodo
muestral. Por su parte, REC'M es el error cuadritico medio cometido por el
método considerado en el periodo de interés.

Tanto el RECEM (4.18) como el RECEM (4.16) son consideradas como
medidas adecuadas para estimar el error cometido en cada uno de los cuatro
componentes de la STI, ya que son independientes de la escala de medida y
tienen una interpretacién clara.

4.5. Predicciéon mediante los modelos univariantes
y multivariantes clasicos

La sencillez de los datos de intervalo permite que éstos sean representa-
dos tinicamente mediante dos valores de entre estos cuatro: minimo, maximo,
centro y radio. Esto permite analizar los conjuntos de datos de intervalos apli-
cando técnicas multivariantes considerando que el intervalo es un individuo
definido mediante dos componentes.

Esta idea puede extenderse al contexto de las STI, donde una STI de
{{X]¢} con [Xy] = [Xi 1, Xeu] = (Xt.c, X¢.r) puede desglosarse en cuatro
series temporales clasicas: la de los extremos inferiores {X; 1}, la de los
extremos superiores { X; i}, la de los centros {X; ¢} y la de los radios {X; r}.

Por ello, una alternativa muy sencilla para predecir las STI consiste en
predecir dos de las series de sus componentes con los métodos que se estimen
necesarios. En un principio, resulta mas natural analizar, o bien las series
de los extremos superiores e inferiores, o bien las del centro y el radio. Sin
embargo, es posible analizar cualquier posible pareja tomada de entre las
cuatro series.

4.5.1. La aproximacién univariante

En primer lugar, se debe determinar si se va a optar por la aproximacién
de los extremos del intervalo o por la aproximaciéon del centro y el radio.
Normalmente, las series de los extremos tendrdan un comportamiento muy
similar, mientras que la del centro y la del radio tendran un comportamiento
muy distinto y cada una requerird un modelo de prediccién diferente.

Una vez determinadas las dos series que se van a predecir, cada una de
ellas debe ser estudiada de forma independiente y debe determinarse qué mo-
delo resulta mejor para predecirla. Entre el catdlogo de métodos a elegir, se
puede optar por cualquiera de los métodos de prediccién de series temporales
univariantes habituales, como los alisados exponenciales (Gardner, 2006), los
modelos ARIMA (Box y Jenkins, 1970), el método k-NN (Yakowitz, 1987),
las redes neuronales (Zhang, Patuwo y Hu, 1998), etc.
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A partir de las predicciones obtenidas para cada una de las dos series
de los componentes se puede componer la STI pronosticada. Sin embargo,
antes hay que comprobar que todas las predicciones obtenidas son en realidad
intervalos. Para ello, en el caso de haber optado por pronosticar las series de
los extremos, hay que comprobar si todos los intervalos cumplen la condicién
de que su extremo inferior es menor o igual que su extremo superior; en el
caso de haber pronosticado las series de los centros y de los radios, hay que
comprobar que todos los radios pronosticados son mayores que cero. Si existe
alguna condicién donde esto no se cumple se debe cuestionar la validez del
modelo empleado.

La aproximacién univariante es la mas sencillo, pero también es la mas
pobre desde el punto de vista conceptual ya que no trabaja con los intervalos
como tal, sino que los descompone en dos series sin estudiar, si quiera, la
posible relacién entre ambas series.

4.5.2. La aproximacién multivariante

Por otro lado, ademaés de considerar un enfoque univariante, también
puede ser conveniente modelar las series mediante un modelo multivariante
que no sélo considere a la propia serie, sino que incluya retardos de los otros
componentes.

Si para modelar un componente de una STI se opta por utilizar modelos
como, por ejemplo, los de funcién de transferencia, se pueden anadir como
variables explicativas del modelos retardos de alguno de los otros componen-
tes del intervalo; e.g. para modelar el radio se puede probar si se obtienen
mejores predicciones al anadir retardos de la serie de los centros. Sin embar-
go, al incluir estas variables como explicativas se estd asumiendo una relacion
de causalidad en un solo sentido, lo cual no esta claro que suceda. Ademés,
es posible que se estén anadiendo conviene tener en cuenta que en el ambito
de predicciéon suele ser mejor emplear modelos sencillos y parsimoniosos en
lugar de usar modelos mejor especificados, ya que estos 1ltimos no tienen
por qué obtener mejores resultados de prediccion (Allen y Fildes, 2001).

En la mayoria de las STI, las series temporales del minimo, del maximo
y del centro mostrardn una gran correlacién. Estas series también pueden
estar correlacionadas con la serie del radio, aunque normalmente lo estaran
en mucha menor medida. En cualquier caso, es normal pensar que la pareja
de series considerada se encuentre interrelacionada. Por ello, una forma de
predecir las ST1 es hacer uso de modelos multivariantes que tengan en cuenta
las interdependencias entre las dos series consideradas.

Una forma habitual de abordar la prediccion de series temporales interde-
pendientes que no requiere especificar la relacién existente entre las variables
que entran en juego consiste en el uso de modelos de vectores autorregresivos
(modelos VAR). Estos modelos resultan muy ttiles porque no requieren que
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se establezcan relaciones de causalidad entre las variables que intervienen
en ellos. En un modelo VAR, cada serie temporal es recogida mediante una
ecuaciéon en la que se incluyen sus propios retardos y los retardos del resto
de variables consideradas. Puede verse una introduccién de los mismos en el
punto A.1 del apéndice A.

Es interesante saber que las predicciones que se obtienen estimando me-
diante minimos cuadrados un modelo VAR de orden p para las series tempo-
rales de los minimos y de los maximos son equivalentes a las que se obtienen
estimando un modelo VAR del mismo orden para las series del centro y del
radio. En realidad, dado uno de los modelos, se pueden hallar facilmente las
ecuaciones. Por tanto, basta con plantear uno de los dos modelos porque
el otro serd equivalente. Esto se explica con mayor detalle en el siguiente
apartado.

4.5.2.1. Relacion entre el modelo VAR del minimo y del maximo
y el modelo VAR del centro y del radio

Una STI {[X];} donde [X;] = [ Xy 1, Xt,u] = (Xt,c, Xt r) puede descom-
ponerse en cuatro series temporales clasicas: la de los extremos inferiores
{X¢ 1}, la de los extremos superiores {X;p}, la de los centros {X;c} y la
de los radios {X¢ r}.

Dado {[X]:}, el modelo VAR estimado mediante minimos cuadrados or-
dinarios sobre la serie de los extremos inferiores y de los extremos superiores
de {[X]:} sera el siguiente

Y =0+®Y, 1 +...+®,Y,_,+¢€, (4.20)

donde Y;_; es el vector de los valores de las series retardados ¢ periodos, con
1 =20,...,p, que viene dado por

(XL
e (), o

)

O es el vector de las constantes del modelo que viene dado por

e = <0L> , (4.22)

Ou

P, es la matriz de coeficientes del modelo asociada al vector Y;_; que viene

dada por
¢i) i)
P31 922

v donde €; es el vector de residuos del modelo que viene dado por

=), (4.24)
€. U
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La ecuacion del modelo VAR mostrado en (4.20) para la serie de los
extremos inferiores es

X =0 +P®11Yi 1 +...+®, .Y p+ e, (4.25)
donde ®; 1, = (gb?lgb%); y para la serie de los extremos superiores es

Xev=0y+®1 Y1 +...+®,0Y )+ ev, (4.26)
donde ®; y = (¢é)1<b92>.

De forma anéloga, el modelo VAR estimado mediante minimos cuadrados
ordinarios sobre la serie de los centros y de los radios de {[X];} es el siguiente

Z;=Q+WZ, 1 +...+¥Y,Z;_, +ey, (4.27)

donde Z;_; es el vector de los valores de las series retardados i periodos, con
i1 =1,...,p, que viene dado por

[ Xi-ic
Zii- <XR) | (4.28)

Q es el vector de las constantes del modelo que viene dado por

Q= <WC> : (4.29)

WR

W, es la matriz de coeficientes del modelo asociada al vector Z;_; que viene

dada por
@) 1,0)
w, = (%;%2) , (4:30)
V12

y donde &; es el vector de residuos del modelo que viene dado por

e, = (5“0) . (4.31)
Et,R

La ecuacion del modelo VAR mostrado en (4.27) para la serie de los
centros es

Xt,C = wc + \IJLCzt_l +...+ \I’p,CZt—p + &0, (4.32)
donde ¥; o = (w?lw??). Mientras que para la serie de los radios es
Xt,R = wpr + ‘Ill,RZt—l + ...+ ‘I’p7RZt_p + €R, (433)

donde W¥; p = (1/)?11/);)2)
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Los parametros del modelo VAR para los extremos inferiores y superiores
pueden hallarse a partir de los parametros del modelo VAR para el centro
(4.32) y para el radio (4.33), y viceversa. Como ambas transformaciones
siguen la misma filosoffa basta con realizar la conversién del modelo de los
extremos inferiores y superiores al modelo del centro y el radio, ya que la
otra se realiza de forma similar.

Para realizar dicha conversién nos valemos de las siguientes equivalencias
ya conocidas

XL =Xpo—Xery Xov = Xy o + Xy R- (4.34)

Dadas estas equivalencias, formularemos la predicciéon del minimo de la si-
guiente forma

XL = Xic — Xi,R, (4.35)

si reemplazamos X; ¢ por la expresion en (4.32) y Xy g por la expresion en
(4.33), obtenemos lo siguiente

Xip =woe—wp+(Yic—WiR) Zi1+...+(Ypo — YpRr) Zi—p+er.c—€L R
(4.36)

Si en esta ecuacién sustituimos Z;_; por su equivalente

Xi—i, L +Xe—iU % % Xi g
Jp— 2 — -1
Zt—z | X u—Xi—iL - -11 <Xt ‘U) ) (437)
2 2 2 -
obtenemos el minimo en funcién del minimo y del maximo

11
Xt,L:wCWRJF(‘Ill,C‘I’LR)( _2121 )ElJr...
2 2

+ (‘Ilp,C - ‘I’p,R) <

ol NI

> Y. p +ee — g (4.38)

Si procedemos de forma andloga para la prediccion del maximo, tomando
la siguiente expresion

Xt,U = X@C + Xt,Ry (439)

y reemplanzando en ella X; ¢ por la expresion en (4.32) y Xy r por la expre-
sién en (4.33), y operamos como hemos hecho para la ecuacion del minimo,
obtenemos el maximo en funcién del minimo y del maximo

>Y2_1+...

) n—p + &t,C + Et,R- (44:0)

—_

Xiv=wc+wr+ (¥ic+ ¥iR) <

ol NI

rolm

+ (‘I’p,C + ‘I'p,R) (

|
—
o= NI
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Las ecuaciones del modelo VAR del extremo inferior y del extremo supe-
rior mostradas en (4.38) y (4.40), que han sido obtenidas a partir del modelo
VAR del centro y radio estimado mediante minimos cuadrados, son idénti-
cas a las que obtenemos si estimamos directamente el modelo VAR sobre las
series de los extremos inferiores y de los extremos superiores.

Se puede proceder de forma similar para obtener las ecuaciones del mo-
delo VAR del centro y radio a partir de las ecuaciones del modelo VAR del
extremo inferior y del extremo superior. Por razones de espacio, el procedi-
miento no serd desarrollado aqui.

Explicaciéon. Como es bien sabido, el predictor que minimiza el error cua-
dratico medio de prediccién de un valor futuro ¢ + k se obtiene tomando su
esperanza condicionada a los datos observados hasta el instante ¢, es decir

YtJrk = Ht+kjt = EYik[{Yi}], (4.41)

donde {Y;} con t = 1,...,n es la serie temporal de longitud n para la que se

quiere prever el valor futuro. Al estimar un modelos VAR mediante minimos

cuadrados ordinarios, obtenemos un predictor 6ptimo que representa la espe-

ranza de las variables del modelo condicionada a la informacion disponible.
Para nuestros modelos VAR tenemos las siguientes esperanzas

EXi Y} EXirku{Ye}]
E[Xi1rc{Z}], EXir,rl{Z:}],
donde {Y;} y {Z:} con t = 1,...,n son las series temporales de los vectores

Y= (Xer Xew)'y Zi = (Xe.o Xer)', respectivamente.
Por otro lado, una de las propiedades de la esperanza es la siguiente

(4.42)

E[A+ B] = E[A] + E[B]. (4.43)

Dada esta propiedad y las equivalencias mostradas en (4.34) obtenemos
las siguientes equivalencias para las esperanzas condicionadas

ElXpw (Y = EXpncl{Zi}] - ElXrr{Z:}],  (4.44)
EXppu{Ye}] = EXwcol{Zi}] + E[Xperl{Ze}], (445
EXpncl{Z)] = E[ Xtk {Y}] er B[ Xk v{Y2}] v (4.46)
EXynrl{Z)] = BlXu ko] i¥1)] ;E[X”’“’L AL

Estas equivalencias explican que los modelos que se obtienen estimando el
VAR mediante minimos cuadrados para los extremos inferiores y superiores
y para el centro y del radio son equivalentes y que, por tanto, también lo son
sus predicciones.
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En realidad, debido a las propiedades de la esperanza, esto se cumple para
cualquier conjunto de variables que sea combinacién lineal de un conjunto de
variables originales. Por ello, un modelo VAR (p) estimado para, por ejemplo,
las series del centro y del minimo, también obtendra las mismas predicciones
que el modelo VAR (p) para las series del minimo y del méximo o para las
series del centro y del radio.

4.5.2.2. La cointegracion entre las series temporales del minimo
y del maximo

A la hora de plantear un modelo VAR es importante determinar si las
variables que lo integran se encuentran cointegradas o no. Si es asi, el modelo
deberia recoger la relacién de cointegracién y ser planteado como un modelo
vectorial de error correccion (VECM). Puede verse una breve introduccién al
concepto de cointegracion y a los VECM en el punto A.1.1 de los apéndices.

Tal y como muestra Cheung (2007) para el &mbito financiero, es razonable
pensar que en una STT las series de los extremos inferiores { X; 1, } y superiores
{X: v} pueden estar cointegradas. Intuitivamente, estas series responden al
concepto de cointegraciéon ya que se comportan de forma similar a lo largo
del tiempo y, aunque su separacién pueda aumentar en algunos momentos,
es de esperar que lo hace para reducirse posteriormente. En este caso, se
da también la peculiaridad de que por definicién las series de los extremos
nunca se cruzan, pero esta restriccién no tiene por qué cumplirse en otras
series donde haya cointegracion.

Curiosamente, en su trabajo Cheung (2007) compara el modelado de las
series de los extremos con el modelado de la serie temporal de los rangos
(siendo el rango la diferencia entre los extremos méximo y el minimo), pero
no considera el centro del intervalo. Al modelar el rango sin tener en cuenta el
centro no tiene la informacién del intervalo completa. Por ello, su conclusion
es que el rango por si solo tiene menos poder explicativo que un modelo que
considere los maximos y los minimos. Esta conclusion resulta obvia desde la
perspectiva de las STI, perspectiva que no toma Cheung (2007).

Recordamos que dos series temporales {X;} y {Y;} estan cointegradas
si ambas series son integradas de orden d, I(d), y existe una combinacion
lineal entre ellas que es de un orden de integracion menor I(dy) con dy < d.
En otras palabras, dichas series estan cointegradas si podemos construir una
serie { M} que sea I(dy) y que se obtenga como

M; = oYy + an Xy (4.48)

Dada la relacion de cointegracion definida por (aq,2), cualquier relacion
del tipo (caq, cag) es también de cointegracion para ¢ # 0. En las STI, se ha
comprobado empiricamente que la relacién de cointegracién suele ser

My = Xyv — X¢1, (4.49)
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donde M; es estacionario. La parte derecha de la ecuacién representa al rango
de la serie, que suele ser estacionario. En realidad, si en lugar de considerar
la relacion de cointegracion definida por (1,-1), multiplicamos dicha relacion
por ¢ = 0.5 obtenemos

M| = 05X, —0.5X; . (4.50)

En esta relacion se puede ver que {M/} = {X; r}. En los casos en los que rija
dicha relacién de cointegracion, las series temporales de los radios y de los
rangos seran estacionarias. Al existir cointegracién, tiene sentido incorporar
dicha relacién al modelo VAR y plantearlo como un modelo vectorial de
correccion del error.

La figura 4.1 muestra un ejemplo de una STT real donde se da esta rela-
cion. La imagen muestra las series de los extremos inferiores y superiores que
no son estacionarias y cuyo comportamiento tiende a no distanciarse dema-
siado y la serie del radio que si es estacionaria. Evidentemente, pueden darse
casos en los que no se cumpla esta relacion. Por ejemplo, puede suceder que
el radio del intervalo presente una cierta tendencia o que no tenga variabili-
dad constante y que, por tanto, no sea estacionario. Sin embargo, tal y como
se vera mas adelante en el apartado 4.10, en la practica es muy habitual que
las series de los extremos inferiores y superiores tengan el mismo orden de
integracion y que la serie de los radios sea estacionaria. En estos casos, entre
ellas rige una relaciéon como la expresada en (4.49).

Otro aspecto resenable que se suele presentar en la practica es que la
serie temporal de los centros suele presentar el mismo orden de integracién
que la de los extremos superiores e inferiores, lo cual no es de extranar ya
que cumple la relacion Xy > Xy o > Xy f.

La cointegracion entre las series temporales de los precios minimo,
maximo y de cierre en finanzas. Fiess y MacDonald (2002) analizan
la cointegraciéon entre este tipo de series para el caso del cambio de divisas.
Estos autores detectan que existe una relacion de cointegracién equivalente
a la mostrada en (4.49) y otra del tipo

Nt = (Xt,S — Xt,L) — Oé(Xt,U — XuL), (451)

donde X; g es el valor de cierre en el periodo ¢. Tal y como apuntan estos
autores, esta relaciéon guarda cierta similitud con el oscilador estocéstico,
que es una herramienta que utilizan los analistas técnicos para conocer la
posicién de una cotizacién con respecto a su maximo y a su minimo en un
periodo determinado. La formula del oscilador estocastico es la siguiente

_ Xys — X}

Ot_X[/]_X27

(4.52)
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Figura 4.1: Series temporales de los extremos inferiores (X ), superiores
(Xv) y de los centros (X¢) del indice Dow Jones diario.

donde X, y X} son el valor maximo y minimo obtenido durante el periodo
de tiempo que se estd analizando. La similitud con la ecuacion (4.51) resulta
evidente.

Segun Fiess y MacDonald (2002), en los conjuntos de datos que analizan
no son capaces de encontrar simultdneamente las relaciones de cointegraciéon
mostradas en (4.49) y en (4.51). Sin embargo, en un trabajo anterior (Fiess
y MacDonald, 1999) si que identificaban ambas relaciones entre las series
de los valores de cierre diarios y las series de los méximos y los minimos
periodicos (pero no diarios). En esta tesis el proposito es la prediccion de
STI y por ello no se tendra en cuenta la serie de los valores de cierre, pero
resulta interesante conocer esta relacién.

4.6. Predicciéon mediante alisados exponenciales

Los métodos de alisado permiten predecir una serie temporal como un
promedio ponderado de n valores pasados de la propia serie. Tal y como
se muestra en el punto A.2 de los apéndices, los alisados se subdividen en
dos grupos: las medias moéviles y los alisados exponenciales. Los primeros se
emplean para eliminar las fluctuaciones espurias de la serie y los segundos
como métodos de predicciéon. En este apartado, se abordaran los segundos,
que son los que interesan de cara a cumplir el objetivo de la tesis.
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Los alisados exponenciales, pese a estar basados en un concepto muy
sencillo como es el del promedio ponderado, obtienen resultados més que
aceptables en las competiciones de predicciéon y son el método a batir a
la hora de generar predicciones automaticas (Gardner, 2006). Su sencillez
conceptual y su notable capacidad predictiva les hacer ser unos candidatos
optimos para ser adaptados al contexto de las STI.

Para realizar la adaptacién se empleard la aritmética de intervalos pro-
puesta por Moore (1966), pueden encontrarse més detalles sobre la aritmética
de intervalos en el punto 2.7.1.1. La mayoria de los métodos que se propon-
dran en este apartado han sido presentados en Arroyo, Munoz San Roque,
Maté y Sarabia (2007).

4.6.1. La adaptaciéon del alisado mediante la aritmética de
intervalos

A continuacion, se va a mostrar como adaptar las ecuaciones de las medias
moviles y del alisado exponencial en forma recursiva mostradas en el apartado
A .2 del apéndice A. La adaptacion solo requiere reemplazar los valores reales
por intervalos y la aritmética clasica por la aritmética de intervalos.

Adaptaciéon de la media movil. Dada un serie temporal de intervalos
{[X]¢}, la prediccion para el instante ¢ + 1 producida por una media moévil
de orden g es una suma ponderada de los ultimos ¢ intervalos de la serie

[(XTt+1 = w1 [X]e + wa[Xe—1 + .o 4+ wg[X]i—(g-1) (4.53)

de manera que Y7 w; =1y w; > 0,Vi.
En una media moévil simple de orden n se asigna el mismo peso a cada

valor w; = %. En la media moévil con pesos aritméticamente decrecientes,
—14+1 . P :
los pesos son w; = & q”z. y en la media mévil con pesos exponencialmente
=1
2

decrecientes, los pesos son w; = a(l — a)*~! donde a = g
Adaptacion del alisado exponencial. Tal y como se muestra en el apén-
dice A.2, la ecuacion del alisado exponencial simple para series temporales
clasicas puede formularse de dos maneras equivalentes entre si: la recursiva
y en forma de correccién del error. Sin embargo, si adaptamos ambas expre-
siones empleando la aritmética de intervalos, el resultado no es equivalente.
La férmula del alisado exponencial simple para STI en forma de correc-
cion del error viene dada por

[Xe+1 = [X]e + a[E)s, (4.54)
donde [E]; representa el error cometido en el instante ¢, [E], = [X]; — [X]s,
y donde « € [0, 1]. Mientras que su equivalente recursiva se expresa como

[X]er1 = ofX]e + (1 — a)[X]s. (4.55)
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Segun la propiedad subdistributiva de la aritmética de intervalos (mostrada
en el apartado 2.7.1.1), la relacion entre ambas formulas es la siguiente

a[Xe] + (1= )[X]y € [X]: + a([Xe] = [Xd))- (4.56)

Recordamos que la propiedad subdistributiva implica que dados tres inter-
valos [A], [B] vy [C] se cumple que

[AJ([B] + [€]) < [A]lB] + [A][C], (4.57)

y que la propiedad subdistributiva se torna en distributiva si [A] es un valor
real y no un intervalo. Teniendo en cuenta esta propiedad, es facil demostrar
que

o X]e + (1= a)[X]; € o[X]e — X + [X]e = [X]: + a([X] — [X]o). (4.58)

Esto quiere decir que la expresiéon recursiva del alisado produce predicciones
mas concisas y que, por tanto, es mas adecuada para adaptar el alisado
exponencial para predecir STIL. Por ello, para generar predicciones para una
STI se aconseja emplear el alisado exponencial segin la férmula recurrente
(4.55).

Ademis, el resultado que se obtiene prediciendo segin la formula recu-
rrente es el mismo que se obtiene mediante su equivalente media moévil de
pesos exponencialmente decrecientes; al igual que sucede en los alisados ex-
ponenciales para series temporales clasicas. Sin embargo, esto no se cumple
si se emplea la ecuacion en forma de correccién del error. Mas formalmen-
te, si en la ecuacién recursiva se sustituye sucesivamente el término [X J¢ se
obtiene la expresiéon

t
t+1 ZO& 1 — Oé ‘7 1 X]t—(j—l) (459)
j=1

que puede ser reescrita como una media moévil de pesos exponencialmente
decrecientes de orden ¢

[(X]is1 = [(Xi] + (1= ) [X]e1 + ..+ (1= @)X (g
SR 1+(1-a)+...+(1—a)] ’

(4.60)

donde o = q%, ya que si g, es lo suficientemente grande, entonces 1+ (1 —
a)+...+(1-a)t~at

Tal y como se indic6 en el apartado 2.7.1.1, la aritmética de intervalos
subsume a la aritmética cldsica. Por tanto, los métodos de alisado basados
en aritmética de intervalos generalizan los métodos de alisado sobre ntmeros
reales para poder tratar con STIL.

A continuacién, se va a analizar el efecto del alisado sobre una STI.
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4.6.2. Analisis del efecto del alisado basado en aritmética de
intervalos

Cuando se realiza el alisado de una serie temporal cléasica, el objetivo es
eliminar las fluctuaciones de la misma y obtener una representacion que tenga
una desviacion tipica menor. El alisado de una STI empleando aritmética de
intervalos cumple el mismo objetivo. A continuacién, se analiza como se
comporta el promedio de intervalos y la ecuacién recursiva de alisado para
poder entender el efecto que tendran sobre una STI.

Promedio de intervalos. Dado un conjunto de intervalos [X]; con i =
1,...,q, el intervalo resultado de promediar dicho conjunto se calcula como

X] = [(X]1 + q + [X]q? (4.61)

donde las operaciones aritméticas requeridas son las descritas para la arit-
mética de intervalos en el apartado 2.7.1.1.

El promedio de un conjunto de intervalos presenta las siguientes carac-
teristicas

= Xpa+Xpo+ .o+ Xy, = Xyi1+Xuatt+Xun
XL - TL, X U,1 U,72L Un
_ Xc1+Xca+...+Xon _

o c,1 C,2n c, 7 < XR,1+XR’72L+...+XRJL. (4.62)

Esto quiere decir que la media de un conjunto de intervalos es igual a la
media de sus componentes. En el apartado 4.8.2.1, se mostrara la relacion
entre el intervalo promedio y el concepto de baricentro.

La ecuacion recursiva de alisado para STI. Por simplificar, reescribi-
remos la ecuacion recursiva del alisado exponencial mostrada en (4.55) como

[C] = alA] + (1 — a)[B], (4.63)

donde [A] = [X];, [B] = [X]; v [C] = [X]i11.
El intervalo que resulta al aplicar la ecuacién recursiva del alisado expo-
nencial presenta las siguientes caracteristicas

C’L:aAL+(1—a)BL, CU:aAU—I—(l—a)BU,
Co=aAc+(1—a)Bg, yCr=aAr+ (1— «a)Bg. (4.64)
Este resultado se ajusta perfectamente al comportamiento que cabria esperar

del alisado exponencial ya que todos los componentes se ven afectados por
el alisado de igual forma.
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Figura 4.2: STI real (trazo morado) y suavizada (trazo verde) empleando el
alisado exponencial basado en aritmética de intervalos con o = 0.4.)

El efecto de alisado en una STI. Por dltimo, se va a mostrar cuél
es el resultado que se obtiene al aplicar la ecuacién recursiva del alisado
exponencial (4.55) sobre una STI. En la figura 4.2 se muestra la serie original
v la serie alisada con a = 0.4. Puede apreciarse que en la serie alisada las
posiciones de los intervalos fluctian menos que la serie original. También se
puede ver que la serie alisada presenta una menor variabilidad en el ancho de
los intervalos. Ambos efectos, es decir, el alisado en los centros y en los radios
de los intervalos, se corresponden a lo que cabe esperar al realizar el alisado
de la serie. Los valores extremos en ambas caracterfsticas de los intervalos se
compensan con otros valores no tan extremos y, como resultado, se suavizan.

4.6.3. Meétodos de alisado exponencial basados en la aritmé-
tica de intervalos

Dada la STI {[X];} con ¢ = 1,...,n, se van a proponer un conjunto de
métodos de alisado exponencial. Entre ellos, se encuentran: un alisado simple
para las STI en las que no haya ni tendencia, ni estacionalidad; un alisado
que permite recoger la tendencia de la serie y otro alisado que recoge la
tendencia de la serie en forma atenuada; y dos alisados con estacionalidad,
uno para el caso en el que la estacionalidad s6lo afecte a la posicion del
intervalo y otro para el caso en el que también afecte al ancho del mismo.
En todos los casos, la prediccién se obtiene de forma aditiva, i.e., sumando
cada una de los componentes de la serie.
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Estos métodos son una adaptacion de los alisados para series temporales
clasicas, puede verse una descripcion de éstos en el apéndice A.2. La notacion
de los métodos propuestos respeta la notacion propuesta por Gardner (2006).
La principal diferencia es que algunos de los términos seran del tipo intervalo
y que la aritmética que rige en las ecuaciones es la aritmética de intervalos
propuesta por Moore (1966 ).

Tal y como se ha dicho en el apartado 4.6.1, la aritmética de intervalos no
permite adaptar de forma satisfactoria la ecuacién del alisado exponencial
en forma de correccién del error al contexto de las STI. Por ello, los métodos
que se presentaran en este apartado estan expresados en forma recursiva.

4.6.3.1. Alisado exponencial simple

El alisado exponencial simple (AES) para STI se define como

[X]i41 = a[Xi] + (1 = )[X]s, (4.65)

donde a € [0,1]. La inicializacion del método precisa del valor [X];, que
puede ser el primer valor observado, la media, empleando aritmética de in-
tervalos, de los tres o cuatro primeros valores de la serie o puede ser estimada
mediante backcasting (o proyeccion inversa). El backcasting consiste en inver-
tir la serie, de forma que {[Xy]} con ¢’ = n, ..., 1, y predecirla hasta obtener
la prediccion para t’ = 1 que se empleara como valor inicial

4.6.3.2. Alisado exponencial con tendencia

El alisado exponencial simple no es capaz de predecir adecuadamente
series donde la posicién del intervalo siga una tendencia. Para ello, es nece-
sario un método que sea capaz de alisar dicha tendencia e incorporarla a la
prediccién, de forma similar a como hace el alisado exponencial propuesto
por Holt (1957) para las series temporales clasicas.

El método que se propondra alisard tanto el nivel de la STI que se re-
presentara como un intervalo, como la tendencia de la serie que recogera los
cambios en la posicién del intervalo mediante un ntmero real. Para repre-
sentar la posiciéon del intervalo se ha utilizaré el centro del intervalo. Podria
considerarse también el extremo inferior o superior del mismo, pero éstos
pueden tomar valores extremos que desvirtien la posicién del histograma.

El alisado exponencial con tendencia aditiva (AET) consta de una ecua-
cion para suavizar el nivel de la STI, [S];, v otra suavizar la tendencia en ¢,
T;. La prediccién se obtiene como la suma de la componente de la tendencia
y la componente del nivel. Mas concretamente, el AET se define como

(Sl = ofX]i+ (1 —a)([Sl-1+ Ti-1), (4.66)
Tt = ’Y(St,C — SthC) + (1 — "Y)Tt—h (467)
[X]t+m =[Sy +mTy, (4.68)
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donde a,y € [0,1], St es el centro del intervalo [S]¢, y m es un factor
multiplicador que sirve para obtener la prediccién futura para el periodo
t+m. Pueden tomarse 171 = Xo o — X ¢ y [S]1 = [X]1 como valores iniciales
o pueden obtenerse mediante backcasting.

4.6.3.3. Alisado exponencial con tendencia atenuada

Segin Gardner y McKenzie (1985), en las series temporales clésicas, el
alisado exponencial de Holt tiende a sobreestimar el valor de la tendencia
real. Por ello, estos autores proponen utilizar un parametro adicional, ¢, para
atenuar la tendencia.

Tomando como referencia el AET definido en el apartado anterior, la
adaptacién de este nuevo modelo es directa. El alisado exponencial con ten-
dencia atenuada aditiva (AETA) se define como

(Sl = afX]t + (1 — a)([S]e-1 + ¢Ti-1), (4.69)

Ty = ~(S,c — Si—1,c) + (1 —v)oT;—1, (4.70)

Klppm = [Sl+>_¢'T, (4.71)
=1

donde «,y € [0,1], ¢ > 0, Si.c es el centro del intervalo [S];, y m indica el
numero de periodos futuros para los que se calcularé la predicciéon. Si ¢ = 0,
el método es idéntico al AES mostrado en la ecuacion (4.65). Si ¢ € (0,1),
la tendencia serd atenuada en mayor medida cuanto méas préximo sea ¢ a
cero. Si ¢ = 1 el método es el AET presentado en el apartado anterior. Por
iltimo, si ¢ > 1, la prediccién tiene tendencia exponencial.

4.6.3.4. Alisado exponencial con estacionalidad

En una STI pueden considerarse al menos dos tipos de estacionalidad.
Una en la que la variaciéon estacional s6lo afecta a la localizacion del intervalo,
y otra en la que la estacionalidad afecta a todo el intervalo. A continuacion, se
mostraran dos ejemplos uno con cada uno de los dos tipos de estacionalidad.

En la STI mostrada en la figura 4.3, se representan las temperaturas
mensuales minima y méaxima registradas en China entre enero de 1952 y
diciembre de 1957. En la serie mostrada, la estacionalidad es muy patente y
afecta a todo el intervalo, tanto a su localizacién, como a su ancho.

La figura 4.4 muestra la STI de los niveles minimo y méaximo del cauce
del rio islandés Jokulsa & Fjollum entre enero de 1972 y diciembre de 1974.
Si se observa la serie con atencién se verd que el ancho de los intervalos, no
siguen claramente un patréon estacional, ya que existe una gran diferencia
entre el ancho de los intervalos de algunos meses, e.g. los meses de enero,
julio y noviembre. Sin embargo, la posicién del intervalo si parece seguir mas
fielmente un patrén estacional.
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Cada uno de los tipos de estacionalidad, da lugar a un alisado exponencial
con estacionalidad diferente.

Estacionalidad que sé6lo afecta a la posicién del intervalo. En esta
aproximacién, la componente estacional en ¢ se representa como un namero
real, I}, que representa los cambios en la localizacién del intervalo a lo largo
del ciclo estacional. La localizacién del intervalo, al igual que cuando se mo-
dela la tendencia, estd representada por el centro del intervalo. Por su parte
el nivel de la serie en ¢, es un intervalo desestacionalizado que se representa
como [S];. Las predicciones se obtienen como la suma del intervalo del nivel
v de la componente estacional.

El alisado exponencial con estacionalidad clasica aditiva (AEEc) se re-
presenta como

(St = a([X]e — Li—p) + (1 — a)[S]-1, (4.72)
Ii = 6(Xyc—Sie)+ (1 —0)1—p, (4.73)
[X}H-l =[Sl + Le—pta, (4.74)

donde a,d € [0,1] y p es la longitud del ciclo estacional. Para inicializar la
serie son necesarios los p primeros periodos de la misma. La inicializacién
puede realizarse de distintas formas, una de ellas es mediante un backcasting
cuyos valores iniciales sean a su vez

[X]n + [X]nfl +..F [X]n—(p—l)

[S]n—(p—l) = D y
I, = Xn,C - Sn—(p—l),Ca
In1 = Xﬂ*l,c - Snf(pfl),CU cee
Inf(pfl) = an(pfl),C - Snf(pfl),CW

(4.75)

Estacionalidad que afecta a todo el intervalo. FEn el segundo enfoque,
el nivel de la serie, S, se representa como un valor real y la estacionalidad,
[I]¢, se representa como un intervalo.

El alisado exponencial con estacionalidad aditiva en forma de intervalo
(AEE]) se define como

Sy = Oé(th — Ic,t—p) + (1 — O()St_l, (476)
1], = o([X]e = S) + (1 = 6)[L]e—p, (4.77)
Xlp1 = Si+Ui—ps (4.78)

donde «, 6 € [0,1], y p es la longitud del ciclo estacional. Al igual que en
el método anterior, los p primeros valores son necesarios para inicializar el
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método. Una posible forma de realizar la inicializacién consiste en realizar
backcasting utilizando como valores iniciales

Xn,C + Xn—l,C + ot Xn—(p—l),C

Sn—(p-1) = D ’
1], = [Xln = Sp—p-1),
U1 = [X]nc1— Sp—p-1)s---
[I]n—(p—l) = [Xln—p-1) — Sn—(p-1)>

(4.79)

4.7. Prediccion mediante el perceptron multicapa
para intervalos

Murtioz San Roque et al. (2007) proponen un perceptrén multicapa que
permite tratar datos de intervalo tanto de entrada, como de salida. Dicho
perceptron recibe el nombre de iIMLP, acrénimo de interval Multi-Layer Per-
ceptron, y es una adaptaciéon al contexto de los datos de intervalo del percep-
tron multicapa (Bishop, 1995). La principal diferencia reside en que, como
el iMLP trabaja con intervalos, las operaciones que se realizan en él se rigen
segun la aritmética de intervalos propuesta por Moore (1966). Pueden con-
sultarse los principios béasicos de dicha aritmética en el apartado 2.7.1.1 de
esta tesis.

A continuacién, se detalla la estructura y el proceso de aprendizaje en el
iMLP y cémo se realizan predicciones con él.

4.7.1. Estructura del iMLP

La estructura de un iMLP con n entradas en forma de intervalo, una
capa oculta con h neuronas y una salida en forma de intervalo (m = 1) se
muestra en la figura 4.5. La generalizacién de esta estructura para permitir
mas capas ocultas o mas neuronas de salida es directa.

Sean n intervalos de entrada [X|; = (X; ¢, Xir) = [Xic — Xir, Xic +
Xig] coni=1,..,n, lasalida de la neurona j-ésima de la capa oculta es

[S]j = wjo + Zw]l[X]l = <w]’0 + Z w;i X; o, Z wji|X,-7R> (4.80)
=1 =1 =1

donde los pesos wj; no son intervalos, sino nimeros reales, y donde j =
1,..h.

La activacion de la neurona j-ésima se obtiene transformando el intervalo
[S]; con una funcién no lineal como la tangente hiperbolica, tanh. Como
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Figura 4.5: Estructura del iMLP con n entradas, una capa oculta de h neu-
ronas y una neurona de salida

dicha funcién es monétona creciente, la salida de la neurona j-ésima de la
capa oculta viene dada por

[Al;j = tanh([5];) = [tanh(Sjc — Sj r), tanh(Sjc + Sjr)] =
— <tanh(Sjyc—Sj7R)+tanh(Sj7C+Sj’R) tanh(Sj,c—i-Sj,R)—tanh(Sj,C—Sij)>
2 ’ 2 :

La salida de la red, [)A/], se obtiene realizando una combinacién lineal de
los valores devueltos por la capa oculta mas la constante

h h h
P] =" aslAlj + a0 = <Z ajAjo + a0,y laﬂAm> o (48D
j=1

Jj=1 Jj=1

donde los pesos «; con j =0, ..., h son ntimeros reales.

4.7.2. Aprendizaje en el iMLP

El iMLP puede emplearse para aproximar funciones de intervalo. Para
ello, sus pesos deben ser estimados mediante un procedimiento de aprendizaje
supervisado que tenga como objetivo la minimizacién de una funcién de error

de la forma .

B == S d(Y] [P)) + A0(f), (4.82)

n -
=1
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donde n el numero de elementos del conjunto de entrenamiento, A®( f ) es un
término de regularizacion (Girosi, Jones y Poggio, 1995) y d([Y];, [Y];) es una
medida de discrepancia entre el valor observado [Y]; y el valor pronosticado
[Y];. La medida de discrepancia aplicada en Mufioz San Roque et al. (2007)
es la siguiente

d([Y);,[Y]:) = B(Yic — Yic)? + (1 - B)(Yir — Yir)?, (4.83)

con # € [0,1]. Si B toma valores més cercanos a cero, el aprendizaje se
centra en estimar el centro del intervalo, y si toma valores més cercanos a
uno, entonces se le asigna més peso al radio.

La minimizacion de la funcion de error se realiza mediante un método
Quasi-Newton de baja memoria (Luenberg, 1984) donde los pesos de la capa
oculta (w) y de la capa de salida («) de la red se inicializan de forma aleatoria.
El método requiere el calculo del gradiente de la funcién de error con respecto
a los pesos. Esto puede hacerse aplicando un procedimiento de retroprogacién
(backpropagation) similar al propuesto por Rumelhart, Hinton y Williams
(1987) para el perceptron multicapa clésico.

Las derivadas de la funcién de coste, omitiendo el término de regulariza-
cioén, con respecto a los pesos de la capa de salida son de la forma,

e n Z ( (Yic — Yt,c)aYt’C +(1=B) (Vg - Yt,R)8Yt’R> (4.84)

8041 Oa; Jaj
donde
Mo 1, sij =0, (4.85)
Do Ajro, sij>0. '
y donde
Vi _ [0, i j =0, (1.56)
Oa; sgn(a;)Ajer, sij>0. '

Por su parte, las derivadas de la funcién de coste con respecto a los pesos
de la capa oculta vienen dadas por

OFE 2 — . oY,
3 = — (ﬁ(Yt,C - Yic) b4 (4.87)
Wy n = 8wj,~
t=1
5 dYi r
(1-8)(Ye,r — YiR) s ) (4.88)
2 — Yy O
= - (ﬁ(th Yic) g~ Lo ;Jtc (4.89)
n =1 ajt.c OWyj
OYir Oajir
(1 - B)(Yor — Yir) 7 Dayen Ow,; ) : (4.90)
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donde .
Y c
2 = X iy 4:9].
aajt,C’ J ( )
aajt,(; . 1 ’
= —tanh'(sj,c + sjt,r) (Xit,c + sgn(w;i) Xit.r) (4.92)
8wji 2
1
+35 tanh'(sjec — sje,8) (Xire — sgn(wji) Xier), (4.93)
v donde
Yir
— = |a|, 4.94
6ajt7R ’ J’ ( )
8ajt7R

1
g = g tanh(sjo + s r) (Ko + sgn(wi) Xur) - (4.95)
i

1
) tanh'(sjt,C — sjt.r)(Xit,c — sgn(wj;) Xir,r)  (4.96)

4.7.3. El iMLP como método de prediccién

El perceptron multicapa clasico permite resolver problemas de aproxi-
macién funcional. En los problemas de aproximacién funcional se cuenta con
un conjunto de muestras con valores de entrada y de salida y el objetivo es
determinar de la forma més precisa posible la funcién que rige la relacion
entre las entradas y las salidas. La prediccién de series temporales puede
enfocarse como un problema de aproximacion funcional que puede resolverse
mediante un perceptron multicapa. Ver Zhang et al. (1998) para una revision
en profundidad del tema de la predicciéon con redes neuronales.

Al ser una extension del perceptron multicapa clasico, el iIMLP puede em-
plearse para aproximar funciones donde las entradas y salidas sean intervalos
y, por tanto, puede utilizarse para predecir STI. En un contexto univariante,
dada la STI {[X;]} con t =1,...,n, la funcién a estimar por el iMLP es

(X1 = F([( XD, [(X]e—1s -, [ XTet)s (4.97)

donde [X]; es el intervalo observado en el instante ¢ y [ es el nimero de
retardos que se incluyen en el modelo.

Las entradas de la funcién pueden afinarse mas ya que es posible que
no sea necesario incluir todos los retardos entre t y t — [ en el modelo.
Adicionalmente, es importante resenar que se pueden incorporar al iMLP
variables de entrada que no sean retardos de la serie {[X]}, sino valores
retardados de otras series que pueden ser de intervalo o no.

A la hora de ajustar el modelo se recomienda, al igual que en el caso de
los perceptrones multicapa clasicos, dividir la STI en dos partes: periodo de
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entrenamiento y periodo de prueba. El periodo de entrenamiento se emplea
para ajustar los pesos del iMLP partiendo de unos pesos iniciales aleatorios,
el periodo de prueba se utiliza para medir el error cometido por el iMLP
ajustado durante las diferentes épocas del entrenamiento. La configuracion
de pesos que se emplea en el iIMLP sera la que menor error de prueba haya
obtenido a lo largo de las distintas épocas del entrenamiento.

4.8. Prediccion mediante el método de los k vecinos
mAas cercanos

Tal vy como se muestra en el apéndice A.3, la idea en la que se basa
el método de prediccion de los k vecinos més proximos (o k-NN segin la
abreviatura inglesa de k-Nearest Neighbours) consta de dos pasos:

1. Busqueda de las k secuencias mas similares a la actual: para lo cual se
suele emplear la distancia euclidea.

2. Obtencién de la prediccién: para lo cual se suele realizar el promedio
de los valores siguientes de las k secuencias determinadas en el paso
anterior.

El k-NN es un método clasico de aprendizaje estadistico, pero su versatili-
dad permite aplicarlo a la prediccién de series temporales. La adaptaciéon que
se propondra a continuacién permite utilizar el k-NN no solo para predecir
STT, sino para realizar reconocimiento de patrones sobre datos de intervalos.
Sin embargo, la explicacion se referird al contexto de las STI que es el que
concierne a esta tesis.

4.8.1. El método de k-NN para predecir STI

A continuacién, se explicaran con mayor detalle los dos pasos en los
que consiste la prediccion con k-NN utilizando STI y en el punto 4.8.2 se
considerardn algunas alternativas para realizar ambos procesos.

4.8.1.1. Determinacion de los vecinos mas proximos

Para determinar la semejanza entro dos secuencias de una STT se puede
emplear alguna de las distancias para intervalos que fueron mencionadas en
el apartado 4.4.1.1. En principio, parece mas adecuado emplear la distancia
definida a partir de un kernel mostrada en la ecuacion (4.12) ya que dicha
distancia es una distancia de tipo euclideo, que es el tipo de distancia que se
suele emplear en el k-NN clésico. Si consideramos dicha distancia, el proceso
a realizar serfa el siguiente.
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La STI {[X]:} con t = 1,...,n se transforma en una serie de vectores de
intervalo d-dimensionales de la siguiente forma

(X)F = (Xt [Xemt1s ves [Ximdt1)s (4.98)

con t =d,...n. A continuacion, se calcula la distancia entre el dltimo vector

de la serie [X]¢ y el resto de vectores [X]¢ con t = d,...,n — 1 de la siguiente

manera

1
d . . q\ a
DX [XT) = (Z“ (D([X]”’C;“’ i) ) : (4.99)
donde D([X]p—it+1, [X]i—i+1) es una distancia que viene a representar la fun-
cién que hace el valor absoluto de la diferencia de dos valores al manejar
nuiimeros reales, y el parametro ¢ indica el orden de la distancia. Como dis-
tancia se puede utilizar la distancia definida a partir de un kernel mostrada
en la ecuacion (4.12), ya que es similar a la distancia euclidea. En cuanto al
orden ¢, si ¢ = 2 la discordancia entre los intervalos se agrega al cuadrado,
lo que darfa lugar a una medida de discrepancia similar a la raiz cuadrada
del error cuadrético medio, y si ¢ = 1, la medida de discrepancia resultante
seria de la forma del error absoluto medio.

Una vez que se han calculado las n — d distancias, se determinan los k

vectores més proximos al vector [X]%¢. Dichos vectores se denotaran como
d —
[(X]T, conp=1,.... k.

4.8.1.2. Obtencién de predicciones

En el k-NN que se emplea en las series temporales clasicas, que fue ex-
plicado en el apartado A.3 del apéndice, las predicciones se calculan como
la media (ponderada o no) de los valores siguientes de cada una de las k
secuencias vecinas.

De cara a adaptar el k-NN para predecir STI, se puede sustituir la me-
dia por el intervalo medio calculado utilizando aritmética de intervalos. El
intervalo medio o promedio, ver ecuacion (4.61), ya fue empleado como herra-
mienta para realizar las medias moviles y el alisado de STI que desarrollados
en el apartado 4.6.

En el k-NN para STI, la prediccion [X],41 sera el intervalo promedio que
se obtiene al realizar la media ponderada de los intervalos siguientes de las
k secuencias mas similares a la actual que fueron determinadas en el paso
anterior. Més formalmente, la prediccion [X],,1 se obtiene como

k

[Xlns1 =Y wp (X741, (4.100)
p=1
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donde [X]|7, 11 es el siguiente intervalo de la secuencia [ X }dTp, y wp es el peso

asignado al vecino p tal que satisface w, > 0y 25:1 wp = 1. Las operaciones
se realizan conforme a la aritmética de intervalos mostrada en el apartado
2.7.1.1.

Respecto a las pesos, se puede optar por un esquema de ponderacién que
asigne a todos los vecinos el mismo peso, i. e. w, = 1/k Vp, de forma que en
la ecuacion (4.100 ) se calcule el intervalo medio. Alternativamente, también
se puede optar por asignar al intervalo p un peso inversamente proporcional
a la distancia entre la secuencia actual y la secuencia vecina p tal que

Ef:l @Dl’

con ¢, = (DL(X]E, [X]$) + 67"y p = 1,....k, y donde DY([X]4,[X]%.)
viene dado por la ecuacién (4.99). La constante &€ = 10~® impide que el peso
tome el valor infinito, si la distancia entre las secuencias consideradas es cero.

wp (4.101)

4.8.2. Alternativas al método de k-INN

Como ya se ha mencionado, en el k-NN clésico se usa la distancia eucli-
dea como criterio para determinar los vecinos mas cercanos y el promedio
para obtener la prediccién. En este apartado se propondrian métodos de k-
NN alternativos que utilizan otras distancias y otras maneras de hallar la
prediccién. Para ello, es necesario aclarar antes la relacién entre el promedio,
la distancia euclidea y el concepto de baricentro.

4.8.2.1. Relacién entre el promedio, el baricentro y la distancia
euclidea

En fisica, el baricentro es el centro de masas de un sistema de particulas.
En otras palabras, es un punto especifico en el que la masa del sistema se
comporta como si estuviese concentrada en dicho punto. Analiticamente, las
coordenadas del baricentro se obtienen como el promedio ponderado de las
coordenadas de las particulas, donde el peso asignado a cada particula es
proporcional a su masa.

Para una definicién més formal del baricentro, consideremos un sistema
de k particulas en un espacio unidimensional (consideraremos una tunica di-
mension por simplificar) donde cada particula p; con i = 1,..., k esta definida
por un valor z; y tiene una masa asociada w;. El baricentro de este sistema
al que denotaremos como pp se halla de la siguiente forma

pp =ap = }7 (4.102)
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Si la masa w; es la misma para todas las particulas, las coordenadas del
baricentro se obtienen como la media aritmética de las coordenadas de las
particulas en cada una de las dimensiones consideradas.

FEl concepto de baricentro esta relacionado con el concepto de centroide
que se emplea en el algoritmo de clustering de k medias. En dicho algoritmo,
el centroide de un cluster se obtiene como la media de los puntos que perte-
necen a ese cluster, es decir, como la media aritmética de sus coordenadas.

De forma equivalente, el baricentro pg también cumple que es el punto
que minimiza

1 1
K 3 K 3
pp = min <Z wiDEuclid(vapi)2> = min (Z wi(zp — :m')2> , (4.103)
=1 =1

donde w; = kwilw es el peso de la particula p;. Es sencillo demostrar que
la solucién a (ilfcllloz problema de minimizacién coincide con la mostrada en
la ecuacion (4.102).

La relacién entre la media y el resultado de la minimizacién de la dis-
tancia euclidea también es expuesta por Chavent y Saracco (2008) y ha sido
mostrada en el apartado 2.3.1.1 de esta tesis.

A continuacién, se hace una traslaciéon de estos conceptos al contexto de
los datos de intervalo.

4.8.2.2. Relacion entre el promedio y el baricentro de un conjunto
de intervalos

Consideremos un sistema de k elementos en un espacio unidimensional
donde cada elemento p; esta definido por el intervalo [X]; y tiene una masa
asociada w; con ¢ = 1,...,k. El baricentro en forma de intervalo de este
sistema al que denotaremos como pp se halla de la siguiente forma

pp=[X]p= & (4.104)

k
D ie1 Wi

donde las operaciones se rigen de acuerdo a la aritmética de intervalos (ver
apartado 2.7.1.1). El intervalo [X]p de dicho baricentro presenta las siguien-
tes caracteristicas:

k
o izt XL Wi _ X Xuaw
L,B — k ) UB — > w ’
D izl Wi =
Zf:l XC,Z er Z =1 XR i Ws
C,B = % y y R7B = = > - (4105)
ZZ:l w’t 2721 w;

En este caso, el baricentro es equivalente al que se obtiene al resolver este
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problema de minimizacién

k 2
min (Z wi D([X]B, [X]i)2> , (4.106)

donde Dy ([X]g,[X]i) es la distancia definida a partir de un nacleo mostra-
da en la ecuacion (4.12). Si en lugar de utilizar esta distancia, se emplean
otras distancias se obtienen baricentros en forma de intervalo que presentan
caracteristicas diferentes. De ello se ocuparé el siguiente apartado.

4.8.2.3. Meétodos de k-INN para STI basados en otras distancias

En el apartado 4.8.1 se ha adaptado el método de k-NN a la prediccion
de STI de la siguiente forma

1. Determinando los vecinos mas proximos mediante la distancia definida
a partir de un ntcleo

2. Calculando las predicciones mediante un promedio basado en aritmé-
tica de intervalos o, de forma equivalente, como el intervalo baricentro
que minimiza la suma del cuadrado de la distancia definida a partir de
un nicleo entre si mismo y el resto de particulas del sistema.

Si tanto en la fase de la busqueda de los vecinos més préximos, como en
la del calculo de la prediccion se emplea otra distancia, el k-NN resultante
presenta distintas propiedades. Una alternativa es considerar la distancia de
Hausdorff. A continuacion, se va a mostrar el efecto de calcular la prediccién
como el baricentro que minimiza la distancia de Hausdorff (4.4) entre si
mismo y el resto de intervalos.

En ese caso, el baricentro de un sistema de elementos p; = [X]; con
1 =1,...,k se calcula de la siguiente forma

T DX (X))
(X1 Zle Wy

(4.107)

El intervalo [X]p = (X¢ B, Xr,B) que soluciona dicha minimizaciéon se ob-
tiene como

Xc p = mediana(X¢c;), coni=1,..k (4.108)
Xpr p =mediana(Xpg;), coni=1,.. k. (4.109)

Este baricentro que se obtiene es un baricentro mediano, mientras que el
baricentro que se obtenia en la ecuacion (4.106) era, como se vio, un bari-
centro medio. Si calculamos el baricentro considerando la distancia de Ichino-
Yaguchi definida en la ecuacion (4.9) el resultado que se obtiene un baricentro
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mediano pero con distintas caracteristicas

X1 B =mediana(Xy;), coni=1,...k (4.110)
Xy p = mediana(Xy;), coni=1,..., k. (4.111)

A la hora de emplear el método de k-NN, el analista debe decidir qué dis-
tancia prefiere utilizar prestando especial atencién al tipo de prediccion que
quiere obtener. Por ejemplo, si se quiere generar predicciones que no tengan
en cuenta el comportamiento extremo se debe optar por usar la distancia de
Hausdorff o de Ichino-Yaguchi, ya que éstas generan predicciones por medio
de una mediana.

La idea aqui presentada entronca con la de las medidas de tendencia
central basadas en distancias propuestas por Chavent y Saracco (2008) y
mostradas en el apartado 2.3.1.1 de esta tesis.

4.9. Elaboracién y prediccion de una STI

En este apartado se describirdn los pasos para obtener una STI y prede-
cirla de forma adecuada. Dichos pasos son los siguientes.

1. Selecciéon de los datos iniciales. Para poder construir una STI es
necesario contar con datos temporales obtenidos bajo algunas de estas cir-
cunstancias:

1. Se dispone de un conjunto de valores de una variable en los individuos
de un conjunto a lo largo del tiempo. Para cada instante temporal, se
construird un intervalo que resuma el rango de los datos en el conjunto
de individuos.

2. Se dispone de una serie temporal continua o de una frecuencia mayor
a la que interesa considerar. Cada instante de la frecuencia deseada,
se representa mediante un intervalo acotado por los valores minimo
y maximo obtenidos entre dos instantes consecutivos de la frecuencia
deseada.

La primera circunstancia describe un caso de agregacién contemporanea,
mientras que el segundo ilustra un caso de agregaciéon temporal.

2. Construcciéon de la STI. En algunos casos, puede ser deseable no
manejar la STI donde cada intervalo refleje el rango de valores observados
en cada instante, e.g., puede ser deseable eliminar los valores extremos. Para
ello, se puede emplear el intervalo que acota el 95% central de los valores
observados en cada instante, o, si el interés reside en la parte central del
conjunto de datos, el rango intercuartilico.
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3. Analisis de la STI. Una vez construida la STI, se deben analizar sus
caracteristicas. Para ello, conviene representar graficamente la STI y las se-
ries de sus componentes: minimo, méximo, centro y radio. Lo habitual es
que el comportamiento de las series del minimo, del méximo y del centro se
comporten de forma muy similar, mientras que la serie de los radios tengan
un comportamiento diferente. Este anélisis permite determinar si existe ten-
dencia, estacionalidad, patrones que se repitan en el tiempo, etc. También
hay que comprobar si las series del mfnimo y del méximo se encuentran coin-
tegradas (ver apartado 4.5.2.2), puesto que en ese caso conviene predecirlas
mediante un modelo VECM. En este punto debe considerarse si tiene senti-
do o no transformar la STI. El tema de la transformacién de una STI seré
abordado en el apartado 4.9.1.

4. Predicciéon de la STI. Para ello se puede emplear cualquiera de los
métodos que fueron considerados apropiados en el punto anterior. Se aconseja
dividir la serie en tres periodos:

1. inicializacién: constara de tantos periodos como requiera el método de
prediccién que se va a utilizar.

2. entrenamiento: se empleard para estimar el modelo de prediccién o
para ajustar los parametros del método de prediccién que se esté em-
pleando. Los parametros de los métodos de prediccion proporcionados
se pueden determinar mediante una busqueda en rejilla en el espacio
s-dimensional, donde s es el nimero de pardmetros, que tenga como ob-
jetivo encontrar la combinacién de parametros que produzca el menor
error en el conjunto de entrenamiento.

3. prueba: permite comprobar el rendimiento de los métodos estimados
en el entrenamiento y determinar cudl es el que mejor predice la STI.

Ante el amplio abanico de opciones a la hora de predecir una STI, resulta
aconsejable probar, al menos, tres aproximaciones para predecir la serie: una
que maneje las series de los minimos y de los maximos, otra que maneje las
series de los centros y de los radios, y otra que maneje el intervalo como tal.

4.9.1. Transformaciones sobre las STI

En la prediccion de series temporales clasicas es habitual transformar la
serie temporal original para obtener una serie temporal estacionaria. Algunas
de las transformaciones mas habituales son la diferenciacién y la transfor-
mada logaritmica.

La diferenciacién permite eliminar la tendencia estocéastica de una serie y
consiste en convertir la serie original Xy en la serie de incrementos Z; donde

Zy = X, — Xy_1, VL. (4.112)
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Por su parte, el objetivo de realizar una transformacion logaritmica es el
de homogeneizar la varianza a lo largo de la serie original X;. Para ello, se
utiliza la funcién logaritmo de la siguiente forma

Zy = log(Xy), Vt. (4.113)

A la hora de trabajar con STI, puede resultar necesario recurrir a las
transformaciones para facilitar la predicciéon de la serie. Si se ha optado
por predecir la STI a partir de las series de dos de sus componentes, se
puede emplear cualquiera de las transformaciones que se aplican en las series
temporales clasicas, como la diferenciaciéon o la transformacion logaritmica.
Sin embargo, si se estéd prediciendo la ST considerando el intervalo como un
todo, es necesario definir nuevas transformaciones para datos de intervalo.

Para realizar la diferenciacién de dos intervalos no se puede utilizar el
operador resta que proporciona la aritmética de intervalos, ya que, como
se indicé en el apartado 4.4, dicho operador no refleja de forma adecuada
la diferencia existente entre dos intervalos. Ademas, en caso de realizar la
diferenciacion como [Z]; = [X]; — [X];—1, la serie resultante no puede volver
a ser transformada en la serie original, i.e. [X]; # [Z]¢ + [X]¢—1. Por ello, es
necesario utilizar otra aproximacion.

Para realizar la diferenciacién en una serie temporal de intervalos se
propone realizar la diferenciacién tnicamente sobre el centro de los intervalos.
De forma que, dada una STI [X];, su transformada mediante diferenciacion
[Z]; se obtenga como

(Z]y = (Xt,c — Xi—1,0, Xt R)VE. (4.114)

Esta diferenciacion permite eliminar la tendencia estocéstica que afecta a la
posicién del intervalo. Este concepto de tendencia ya fue empleado al definir
los alisados exponenciales con tendencia aditiva para STT (ver el apartado
4.6.3.2). La tendencia en la posicion del intervalo, i.e., en su centro, es la més
habitual en los contextos practicos, aunque tedricamente es posible pensar
en STI cuya amplitud, i.e., cuyo radio, tenga también una tendencia.

Otro tipo de transformacién que puede ser aplicada sobre una STI es
la transformada logaritmica. La funciéon logaritmo es una funcién mondétona
creciente y, por tanto, su adaptacién al contexto de los intervalos es directa.
Dada la STT [X]¢, su transformada logaritmica se calcula como

[Z]: = log([X]s) = [log(Xt,1), log(X¢v)], Vt. (4.115)
Al ser la funcién logaritmica una funciéon mondtona creciente, la transforma-

da de todo valor z € [X]; va a ser un valor contenido dentro del intervalo
resultante, i.e., z € [Z];.
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4.10. Ejemplos ilustrativos de la prediccién de STI

A continuacion, las técnicas de prediccion propuestas a lo largo del ca-
pitulo van a ser aplicadas sobre un conjunto de STI reales. Las STI elegidas
provienen de dos 4mbitos: las finanzas y la meteorologia. La razon por la que
se han escogido estos campos es porque, en ellos, las STI aparecen de forma
natural y porque los datos histéricos suelen ser de acceso piblico y gratuito.

En el caso de la meteorologia, se va a trabajar con la temperatura. Esta
variable se recoge habitualmente mediante los valores minimo y méaximo
registrados a lo largo de un periodo de tiempo, normalmente, un dia. De
igual forma, el pronostico de las temperaturas se suele ofrecer en forma de
intervalo, por lo que la utilidad de la prediccién en forma de intervalo es
evidente.

En finanzas, también es frecuente que se utilicen los minimos y los mé-
ximos, ya sean diarios o semanales, del precio de una accién, del valor de un
indice o del cambio entre divisas. El conocimiento de la prediccién del inter-
valo de valores minimo y méaximo para el periodo siguiente permite hacerse
una idea de la volatilidad en dicho periodo y es de gran ayuda a la hora de
fijar una estrategia inversora.

Ademas de las finanzas y la meteorologia, existen otros muchos ambitos
donde aplicar las ST, entre ellos: la hidrologia, donde se registran los cauces
minimos y maximos registrados en los rios; el medioambiente, para registrar
los niveles de los contaminantes; y, en general, cualquier 4mbito donde se
registren datos de forma continua mediante sensores y donde interese analizar
los valores minimos y méximos de dichos datos. También es posible obtener
STI mediante la agregacién contemporanea de conjuntos de valores medidos
en un conjunto de individuos. Un ejemplo podia ser el rango de valoraciones
de un producto o un servicio recogido en un grupo de clientes o el intervalo
de los precios del m? de vivienda libre en una determinada region.

4.10.1. Descripciéon de la metodologia seguida en la predic-
cién de cada STI

4.10.1.1. Meétodos de prediccion empleados

Para predecir cada una de las STI se van a emplear todas las aproxima-
ciones presentadas en este capitulo:

s Técnicas que trabajan con el intervalo como una entidad en si misma

e los alisados exponenciales
e el k-NN
e el iMLP
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» Técnicas que trabajan con el intervalo a partir de las series de dos de
sus componentes (minimo y méximo o centro y radio)

e métodos univariantes

o

(e]

o

(@]

o

alisados exponenciales

método de k-NN

modelo ARIMA

perceptron multicapa (o MLP segun el acréonimo inglés)
modelo hibrido ARIMA+MLP Zhang (2003)

e métodos multivariantes

o

modelo VAR: como ya se menciond en el apartado 4.5.2.1,
el VAR de orden p planteado sobre las series de los centros
y de los radios obtiene las mismas predicciones que el VAR
de orden p planteado sobre las series de los minimos y de los
maximos. Por ello, no se har4 diferencia entre ambas posibili-
dades y s6lo se hara referencia al modelo utilizado como VAR
de orden p.

modelo VECM: al trabajar con las series de los minimos y
de los méximos es posible que exista una relacién de cointe-
gracion entre ambas series (ver apartado 4.5.2.2). Segun es-
tablecieron Engle y Granger (1987), si eso sucede, el modelo
multivariante que se plantee puede recoger dicha relacién vy,
por tanto, puede plantearse un modelo vectorial de correccion
del error (VECM).

Para estimar los pardmetros de cada uno de los métodos se han utilizado
los datos del conjunto de entrenamiento. La estrategia que se ha empleado
en cada uno de los métodos es la siguiente:

= Paralos modelos ARIMA, VAR y VECM se han utilizado tres criterios:
su capacidad predictiva, la no existencia de trazas de informacion lineal
en los residuos y los criterios de informacion de Akaike y de Schwartz.

= Para los perceptrones multicapa se han utilizado como criterios su ca-
pacidad predictiva y el nimero de parametros (variables de entrada
y unidades de la capa oculta), optando, en caso de similar capacidad
predictiva, por el modelo mas parsimonioso.

= En el caso de los alisados y del k-NN, los pardmetros han sido deter-
minados como la solucién de una buasqueda en rejilla por el espacio
de parametros con el objetivo de minimizar el error cuadratico en el
periodo de entrenamiento.

En caso de ser necesario, se ha empleado algin tipo de transformaciéon
para de esa manera obtener predicciones més precisas de la serie temporal. La
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diferenciacién ha sido indispensable para predecir de forma precisa las series
del contexto financiero analizadas con los métodos de k-NN y del iMLP,
tanto en su variante cldsica, como en la de STI. Sin diferenciar los resultados
que obtenian eran muy pobres.

4.10.1.2. Presentaciéon de los resultados

A la hora de mostrar los resultados se ha pretendido no resultar prolijo
y presentar tnicamente aquella informacién verdaderamente relevante. Para
cada STT analizada, los resultados se mostraran en dos tablas cuyo contenido
es descrito a continuaciémn.

En la primera de ellas, se mostraran los resultados obtenidos por los
métodos de prediccién univariantes al pronosticar cada una de las series
temporales que componen una STI (i.e. la serie de los extremos inferiores,
la de los extremos superiores, la de los centros y la de los radios). Esa tabla
sirve para determinar cuél es el mejor método para predecir cada una de
esas series. Las predicciones de los métodos elegidos sirven para componer
la prediccién de la STI a partir de, o bien las predicciones de los extremos
inferior y superior, o bien las predicciones del centro y del radio. Para evitar
un excesivo nivel de detalle, en esta tabla no se mostrara informacién sobre
el tipo de modelo ARIMA ha utilizado para cada serie, los pardmetros em-
pleados para cada alisado exponencial, los retardos incluidos en el MLP, si
el método requeria diferenciar la serie o no, etc.

En la segunda tabla, se mostraran los resultados obtenidos por las distin-
tas aproximaciones que permiten pronosticar la STI completa. Dichas apro-
ximaciones incluyen las que consideran al intervalo como una entidad en si
misma, las aproximaciones multivariantes y las aproximaciones univariantes
de los extremos inferior y superior y del centro y el radio, cuyas predicciones
han sido obtenidas mediante los métodos elegidos en la primera tabla. En
esta segunda tabla, la informacioén que se muestra por columnas corresponde
al error cometido por cada aproximaciéon en cada uno de los cuatro com-
ponentes del intervalo (extremos inferior y superior, centro y radio). Esto
permite saber en qué componente se estd errando mas y en cual menos.

Con el fin de reducir su tamafio, en ambas tablas s6lo se mostraran los
errores cometidos por cada uno de los métodos considerados en el periodo
de prueba y no en el periodo de entrenamiento.

Medida de error mostrada. La medida de error que aparecerd en las
tablas sera la raiz cuadrada del error cuadratico escalado medio o RECEM,
ver la ecuacion (4.18), cometido en cada una de las series temporales de los
componentes del intervalo, .i.e., en las series de los centros, de los radios y de
los extremos inferiores y superiores. Para escalar el error, se utilizard el error
cuadratico cometido por el método ingenuo en el periodo de entrenamiento.
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Pese a que las series temporales de los cuatro componentes del intervalo
estan expresados en la misma unidad, resulta adecuado utilizar una medida
que escale el error y que lo muestre eliminando el efecto de la unidad de
medida. Esto es debido a que la magnitud del error cometido en la serie
temporal del radio puede ser muy diferente a la de las otras tres series, lo
cual puede dar una impresién errénea sobre la precisiéon en dicha serie.

Se ha descartado mostrar el error medio basado en una distancia de
intervalos (4.14), porque esta medida, presenta el error cometido en los com-
ponentes de forma agregada y no permite determinar qué componente se ha
pronosticado mejor o peor con cada método. Sin embargo, el error medio
basado en la distancia definida sobre un kernel ha sido utilizado para ajustar
los parametros de los métodos de prediccion especificos de STI, porque estos
métodos trabajan con el intervalo como un todo y requieren de una medida
que informe con un solo valor del error que han cometido. La razén por la
que se ha usado la distancia definida sobre un kernel (4.12) es porque es cua-
dratica y la medida de error que se va a usar para comparar los resultados
de los métodos, el RECEM, también es cuadratica.

4.10.2. Prediccién del rango de valores diario del indice Dow
Jones

En este ejemplo se va a predecir la serie de los valores minimos y maximos
diarios registrados por el indice Dow Jones Promedio Industrial. Este indice
agrega el comportamiento en la bolsa de las treinta mayores empresas nego-
ciadas en la bolsa de Estados Unidos. El periodo considerado abarca desde
el 01 de enero de 2004 hasta el 30 de diciembre de 2005, dos afios completos
en los que hubo 504 dias de negociacién. Los primeros 377 periodos de la
serie, i.e. hasta el 30 de junio de 2005, han sido usados como conjunto de
entrenamiento, mientras que los 127 periodos restantes han sido empleados
como conjunto de prueba.

En la figura 4.6 puede verse la STI completa. En ella, se aprecia que
durante la mayor parte de 2004 el indice tiene una tendencia descendente
que se manifiesta como una sucesion de bajadas y rebotes. A finales de 2004,
la serie asciende de forma vertiginosa hasta los valores con los que inicié el
ano. Finalmente, durante 2005 la serie oscila en torno a los 10600 puntos.

En la tabla 4.1 se muestran los errores cometidos en la prediccion de las
series temporales de los componentes por cada uno de los métodos de pre-
diccién considerados. Los resultados de aquellos métodos que han obtenido
mejor resultado (sin incluir al método ingenuo) son resaltados en negrita. Se
puede apreciar, como en la prediccién de las series de los extremos inferior y
superior, ha resultado muy complicado batir al método ingenuo. En la serie
de los centros, todos los métodos, a excepcion del k-NN, superan el rendi-
miento del ingenuo, aunque no por una gran diferencia. Sin embargo, en la
serie de los radios la mejora que se obtiene al utilizar un método distinto al
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Figura 4.6: STI diaria del indice Dow Jones durante los afios 2004 y 2005.
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Tabla 4.1: RECEM obtenido por los métodos univariantes en el periodo
de prueba de cada una de las series componentes de la STI del indice Dow
Jones.

’ Modelos H ext.inf. | ext.sup. ‘ centro ‘ radio
Método ingenuo || 0.9064 | 0.9426 | 0.8873 | 1.1469
alisados 0.9157 0.962 0.878 0.8659
k-NN 0.9703 | 0.9567 | 0.9241 | 0.8612
ARIMA 0.9103 | 0.9517 | 0.8709 | 0.8919
MLP 0.9349 | 0.9382 | 0.8851 | 0.8722
ARIMA+MLP 0.9155 | 0.9502 | 0.8753 | 0.8899

Tabla 4.2: REC'EM obtenido por las distintas aproximaciones de prediccién
de STI en el periodo de prueba de las cuatro series de componentes de la
STI del indice Dow Jones.

‘ Modelo H ext.inf. | ext.sup. H centro radio
Método ingenuo 0.9064 0.9426 0.8873 | 1.1469
VAR (2) 0.8659 0.8849 0.8770 | 0.8596
VECM (1) ext. inf-sup 0.8583 0.8911 0.8761 | 0.8562
AETA (= .93; v =1; ¢ = .35) || 0.8984 0.9280 0.8805 | 1.1120
iMLP (h=10; retardos=3) 0.8698 | 0.8818 || 0.8689 | 0.9197
k-NN (k=19; d=3) 0.8872 0.8955 0.8946 | 0.8657
Aproxim. univar. ext. inf-sup 0.9103 0.9382 | 0.8641 | 1.2663
Aproxim. univar. cen-rad 0.8429 0.8997 0.8709 | 0.8612

ingenuo es muy significativa. En ese caso, el k-NN es el método que mejor
resultado obtiene.

FEn conclusién, dada esta tabla, para predecir segin la aproximaciéon de
los extremos del intervalo se empleard un modelo ARIMA para el minimo y
un perceptron multicapa (MLP) para el maximo. Mientras que en la aproxi-
macion centro-radio, se utilizaran las predicciones del modelo ARIMA para
la serie del centro y las del k-NN para la del radio. A continuacion, estas apro-
ximaciones seran comparadas con los métodos que trabajan con las series de
intervalos como un todo.

En la tabla 4.2 se muestran los resultados obtenidos por las distintas apro-
ximaciones que permiten predecir la STI en su totalidad. En cada una de
las columnas de esta tabla, se muestra el error cometido por dichos métodos
en cada uno de los componentes de la serie. Comparando todas las aproxi-
maciones, las que mejores resultados obtienen son la basada en los modelos
univariantes centro-radio (centro mediante ARIMA y radio mediante MLP)
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y los modelos multivariantes VAR y VECM. El iMLP obtiene también unos
resultados destacables, pero su principal inconveniente es que no pronostica
tan eficazmente el radio. Por su parte, el alisado y el k-NN para STI, aunque
mejoran al método ingenuo, no son tan precisos como los métodos ya cita-
dos. La aproximacién de los modelos univariantes aplicados sobre las series
de los extremos obtiene peores resultados que el ingenuo en la prediccién de
los extremos inferiores y, especialmente, en la de los radios.

Para interpretar de forma adecuada las tablas, hay que tener en cuenta
que el error que se muestra es el RECEM, que es el error cuadratico medio
cometido por cada método en el conjunto de prueba dividido entre el error
cometido por el método ingenuo en el conjunto de entrenamiento. Por
ello, el hecho de que el REC EM del método ingenuo en la serie de los radios
sea mayor que uno indica que en dicho periodo dicha serie se vuelve méas
impredecible para el método ingenuo. De hecho, es en dicha serie donde se
ha obtenido un mayor margen de mejora con respecto al ingenuo, ya que los
modelos multivariantes obtienen un RECEM casi tres décimas inferior al
obtenido por el método ingenuo en dicho periodo. Sin embargo, en la serie
de los centros, en el mejor de los casos, la mejora respecto al método ingenuo
es solo de dos centésimas.

4.10.3. Prediccién del rango de valores diario del indice Stan-
dard & Poor’s 500

El indice bursatil del Standard & Poor’s 500 (S&P 500) incluye a las
500 empresas con mayor capitalizacion de EEUU y es considerado como
un indicador fiable del estado de la economia estadounidense. El periodo
analizado de la serie serd el mismo que en el caso del Dow Jones, los anos
2004 y 2005 al completo.

Tal y como se ve en la figura 4.7, durante 2004 el S&P 500 oscila en torno
al nivel de los 1120 puntos, hasta que a finales de ano asciende rapidamente
hasta el nivel de los 1200 ptos. Durante la primera mitad de 2005, se mantiene
en torno a dicho nivel, mientras que en la segunda mitad lo rebasa, entrando
a final de afio en otro periodo ascendente que lo consolida en los 1250 puntos.
La serie tiene 504 periodos, de los cuales, los 377 primeros (que abarcan hasta
el 30 de junio de 2005) se han utilizado para inicializacion y entrenamiento
y los restantes 127 (los ultimos seis meses de 2005) para validar los métodos.

En la tabla 4.3 se muestra el error cometido por los métodos univarian-
tes en el periodo de prueba en cada una de las series de los componentes.
El método ingenuo se muestra dificil de batir en las series de los extremos
inferior y superior. El perceptron multicapa es el método que mejores resul-
tados obtiene para estas series y para la de los radios, lo que parece indicar
cierto comportamiento no lineal en dichas series. Por su parte, en el caso de
la serie de los centros, el modelo ARIMA obtiene los mejores resultados.
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Tabla 4.3: RECEM obtenido por los métodos univariantes en el periodo de
prueba de cada una de las series componentes de la STI del indice S&P 500.

‘ Modelos H ext.inf. | ext.sup. ‘ centro ‘ radio ‘
Método ingenuo | 0.9674 0.9467 | 0.9673 | 0.9168
alisados 0.9533 0.9497 | 0.9378 | 0.7007
k-NN 0.9866 0.9518 | 0.9637 | 0.7309
ARIMA 0.9522 0.9467 | 0.9248 | 0.7050
MLP 0.9477 | 0.9321 | 0.9317 | 0.6961
ARIMA+MLP 0.9487 0.9416 | 0.9357 | 0.7106

Tabla 4.4: RECEM obtenido por las distintas aproximaciones de prediccion
de STI en el periodo de prueba de las cuatro series de componentes de la

STI del indice S&P 500.

‘ Modelo H ext.inf. | ext.sup. H centro radio
Método ingenuo 0.9674 | 0.9467 0.9673 | 0.9168
VAR (2) 0.8684 | 0.9419 0.9550 | 0.6702
VECM (1) ext. inf-sup 0.8589 | 0.9131 0.9336 | 0.6610
AETA (a=.94;v=1; ¢ =.4) || 0.9293 | 0.9402 0.9444 | 0.8925

iMLP (h=15; retardos=2)

0.8524 | 0.8887

0.8951 | 0.7626

k-NN (k=15; d=1) 0.8231 | 0.909 0.9034 | 0.6924
Aproxim. univar. ext. inf-sup 0.9477 | 0.9321 0.9141 1.0363
Aproxim. univar. cen-rad 0.8533 | 0.9153 0.9248 | 0.6961
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Por tanto, en la aproximaciéon de los extremos inferior y superior la STI
se compondrd a partir de las predicciones de los perceptrones multicapa
estimados para cada una de estas dos series. Mientras que para la aproxi-
macion centro-radio se utilizaran las predicciones del modelo ARIMA para
los centros y del perceptrén multicapa para los radios. En la tabla 4.4, es-
tos resultados son comparados con los obtenidos por otras aproximaciones
que permiten predecir la STI. En dicha tabla se puede comprobar que el k-
NN para STI, los modelos multivariantes VAR y VECM, y la aproximacion
centro-radio son los métodos que mejor se comportan. Todos ellos obtienen
un rendimiento bastante similar y que mejora muy claramente al método
ingenuo. El iMLP al igual que en el ejemplo del indice Dow Jones falla méas
en la prediccion del radio. Tanto el k-NN, como el iMLP se han aplicado
sobre la STI diferenciada. Por su parte, el alisado para STI también mejora
el ingenuo, pero no tan ampliamente como estos otros métodos.

Al igual que en el caso del Dow Jones, la serie donde méas ampliamen-
te se ha mejorado al método ingenuo es la de los radios, donde el VECM
mejora en més de veinticinco centésimas al método ingenuo. Sin embargo,
la aproximacién univariante que predice las series de los extremos inferior y
superior obtiene peores predicciones que el método ingenuo en el radio de
los intervalos. Ademas, resulta sorprendente que el error cometido por dicha
aproximaciéon en las predicciones de las series de los extremos, que son las
series sobre las que dicha aproximacién trabaja, sea mayor que el cometido
por practicamente el resto de métodos que utilizan otras estrategias para
predecir la STI. En el ejemplo de la STI del Dow Jones, la aproximacién
univariante basada en las series de los extremos obtuvo resultados similares,
lo que parece indicar que dicha aproximaciéon no es adecuada para predecir
estos indices bursatiles.

4.10.4. Predicciéon del rango de valores diario del cambio
Euro-Délar

En este caso se va a predecir la STI de los valores minimo y méximo
diarios del cambio de divisas Furo-Doélar. La serie abarca los anos 2002 y
2003 y tiene 519 periodos que han sido divididos de la siguiente forma: el
conjunto de entrenamiento lo forman las sesiones hasta el 30 de Junio de
2003 (388 periodos) y el conjunto de prueba lo forman las sesiones de los seis
meses restantes de 2003 (131 periodos).

La figura 4.8 muestra graficamente la STI. En ella, puede apreciarse
que la cotizacién tiene una tendencia creciente durante los dos anos. Dicha
tendencia se inicia en febrero de 2002, se interrumpe entre junio y agosto
de 2003 donde el valor de la cotizacién desciende, pero tras dicho periodo el
crecimiento se retoma hasta final de ano.

En la tabla 4.5 se muestran los resultados obtenidos por los métodos
univariantes en cada una de las series de los componentes. Es interesante
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Figura 4.8: STI diaria del cambio de divisas € — $ durante los anos 2002 y 2003.
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Tabla 4.5: RECEM obtenido por los métodos univariantes en el periodo de
prueba de cada una de las series componentes de la STI del cambio € — §.

‘ Modelos H ext.inf. | ext.sup. ‘ centro ‘ radio ‘
Método ingenuo || 1.3343 | 1.1258 | 1.2258 | 1.2585
alisados 1.3252 | 1.1093 | 1.1486 | 0.8518
k-NN 1.3468 | 1.1147 | 1.1993 | 0.8739
ARIMA 1.3159 | 1.1059 | 1.1424 | 0.8463
MLP 1.3548 | 1.1157 | 1.1497 | 0.9318
ARIMA+MLP 1.3159 | 1.1119 | 1.1445 | 0.8419

Tabla 4.6: REC' EM obtenido por las distintas aproximaciones de prediccién
de STI en el periodo de prueba de las cuatro series de componentes de la
STI del cambio € — $.

‘ Modelo H ext.inf. | ext.sup. H centro radio
Método ingenuo 1.3343 | 1.1258 1.2258 | 1.2585
VAR (3) 1.1333 | 1.0773 1.1632 | 0.8645
VECM (1) ext. inf-sup 1.1410 | 1.0663 1.1582 | 0.8794
AETA (= .86;v=1; ¢ =.36) || 1.2668 | 1.0558 1.1648 | 1.1640
iMLP (h=15; retardos=2) 1.1848 | 1.0589 1.1551 | 0.9974
k-NN (k=14; d=1) 1.1022 | 1.014 | 1.0832 | 0.9636
Aproxim. univar. ext. inf-sup 1.3159 | 1.1059 1.1892 | 1.2996
Aproxim. univar. cen-rad 1.1123 1.0514 1.1394 | 0.8419

destacar que, tal y como muestra la tabla, en las series de los extremos, los
métodos considerados obtienen una muy ligera mejora con respecto a los
resultados del método ingenuo. La mejora es mayor en las series del centro
y, especialmente, del radio.

La tabla 4.5 también muestra que el método ARIMA es el mejor para
predecir las series temporales de los extremos inferiores y superiores y la
de los centros, seguido de cerca por los métodos de alisado, por el modelo
hibrido y por el MLP. Por su parte, el modelo hibrido es el mejor para
los radios, donde la mejora que obtiene con respecto al método ingenuo es
considerable. El modelo ARIMA se queda cerca, pero no llega a superar al
ingenuo. Por tanto, para la aproximacién que predice la STT a partir de las
predicciones de los extremos se utilizaran las predicciones de los extremos
inferiores y superiores obtenidas por los modelos ARIMA; mientras que para
la aproximacién centro-radio se utilizaran las predicciones de los centros del
modelo ARIMA y las de los radios obtenidas por el modelo hibrido.

En la tabla 4.6 se muestra el resultado que obtienen las distintas apro-
ximaciones de prediccién de STI. En este caso, el mejor método es el k-NN
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para STI. Dicho método trabaja con la STI diferenciada segin explica el
apartado 4.9.1, es decir, diferenciando tinicamente la serie de los centros y
no la de los radios que es donde, como se ve en la figura 4.8, se presenta la
tendencia. Sin embargo, el k-NN para STI no obtiene los mejores resultados
en la prediccion del radio. La mejor aproximacién para predecir dicha serie es
la aproximacion centro-radio donde la componente de los radios se pronosti-
ca con un modelo hibrido ARIMA+MLP. A nivel global, es decir, analizando
los resultados en las cuatro componentes, la aproximacién centro-radio y los
modelos VAR y VECM obtienen también buenas predicciones. El iMLP so-
bre la STI diferenciada funciona ligeramente peor que las aproximaciones
citadas y todavia algo peor que el iMLP funciona el alisado. De nuevo, la
peor aproximaciéon es la que predice las series de los extremos con métodos
univariantes, que obtiene peores resultados que el método ingenuo en la serie
de los radios.

Es interesante destacar que en todas las series de componentes, a excep-
cion de la del radio, todos los métodos de prediccién obtienen valores del
RECEM mayores que uno en el periodo de prueba. Esto quiere decir que,
en dicho periodo, estos métodos predicen en media peor de lo que lo hace
en media también el método ingenuo durante el periodo de entrenamiento.
Este resultado no es negativo, porque el RECEM del método ingenuo en
las series de los componentes es también mayor que uno y mucho mayor que
el obtenido por estos métodos. Esto indica que en el periodo de prueba la
STI se vuelve méas impredecible, pero, pese a ello, los métodos considerados
obtienen mejores resultados que el método ingenuo. La componente donde
mayor margen de mejora se obtiene es el radio.

4.10.5. Prediccién del rango de valores diario del cambio
Délar-Yen

En este ejemplo se trabajard con la STI que resulta de considerar los
valores minimos y maximos diarios del cambio de divisas Délar-Yen durante
2002 y 2003. La serie se ha dividido de forma que los primeros 389 periodos,
que se corresponden con los dieciocho primeros meses, son empleados como
conjunto de entrenamiento. Mientras que los 131 periodos restantes, que
corresponden a los seis ultimos meses de 2003, forman el conjunto de prueba.

La figura 4.9 muestra el comportamiento de la serie temporal. En ella
puede verse como, durante dicho periodo, el Délar se deprecia frente al Yen.
Sin embargo, la depreciaciéon se produce principalmente en dos momentos:
en el segundo trimestre de 2002 y en el ultimo trimestre de 2003. El resto
del tiempo, la serie oscila en torno a una banda sin una tendencia clara.

En la tabla 4.7 se muestran los resultados obtenidos en el periodo de
prueba por los métodos univariantes al predecir cada una de las series de los
componentes. En este caso, el modelo ARIMA resulta ser la mejor alterna-
tiva para predecir todas las series de los componentes. En las series de los
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Tabla 4.7: RECEM obtenido por los métodos univariantes en el periodo de
prueba de cada una de las series componentes de la STI del cambio $ — ¥.

‘ Modelos ext.inf. | ext.sup. ‘ centro ‘ radio ‘
Método ingenuo | 0.7433 | 0.8560 | 0.8214 | 0.7296
alisados 0.7424 | 0.8508 0.786 | 0.6308
k-NN 0.7433 | 0.8566 | 0.8217 | 0.6248
ARIMA 0.7327 | 0.8445 | 0.7791 | 0.5633
MLP 0.8366 | 0.8796 | 0.7904 | 0.5943
ARIMA+MLP 0.7432 | 0.8495 | 0.7835 | 0.5634

Tabla 4.8: REC EM obtenido por las distintas aproximaciones de prediccién
de STI en el periodo de prueba de las cuatro series de componentes de la
STI del cambio $ — ¥.

‘ Modelo ext.inf. | ext.sup. | centro radio
Método ingenuo 0.7433 | 0.8560 | 0.8214 | 0.7296
VAR (3) 0.7219 | 0.7883 | 0.8057 | 0.5942
VECM (1) ext. inf-sup 0.7205 | 0.7562 | 0.7839 | 0.5979
AETA (o= .88; v =1; ¢ = .42) | 0.7232 | 0.8147 | 0.7929 | 0.6930
iMLP (h=15; retardos=3) 0.7028 | 0.7642 | 0.7683 | 0.6259
k-NN (k=16; d=1) 0.7447 | 0.8021 | 0.8176 | 0.6357
Aproxim. univar. ext. inf-sup 0.7327 | 0.8445 | 0.7946 | 0.7632
Aproxim. univar. cen-rad 0.7103 | 0.7437 | 0.7791 | 0.5633

extremos, el método ingenuo es complicado de batir. Mientras que, al igual
que sucede en los ejemplos anteriores, la serie donde se produce una mayor
mejora es en la serie del radio. Tomando las series que se obtienen con los
modelos ARIMA se componen las predicciones de las STI de la aproximacion
de los extremos inferior y superior, y de la aproximacion centro y radio.

En la tabla 4.8 pueden verse los resultados obtenidos en la prediccion
de la STI con las diferentes aproximaciones. La aproximacion centro-radio,
donde ambas series se predicen con un modelo ARIMA, y el iMLP aplicado
sobre la, STI diferenciada son las que mejores predicciones generan. Los ren-
dimientos de ambos métodos en todos los componentes es aproximadamente
similar, excepto en los radios, donde el iMLP, aunque mejora ampliamente
al ingenuo, obtienen unos resultados més discretos. Otro resultado intere-
sante es que los modelos VAR y VECM, aunque mejora al método ingenuo,
no consiguen mejores predicciones que las obtenidas con un modelo ARIMA
para el centro y otro para el radio. El resultado es interesante porque los
modelos VAR y VECM son modelos autorregresivos que recogen las interde-
pendencias existentes entre las series consideradas, cosa que los ARIMA no
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Tabla 4.9: RECEM obtenido por los métodos univariantes en el periodo de
prueba de cada uno de las series de componentes de la STI de la temperatura
de Pekin.

Modelos H ext.inf. | ext.sup. ‘ centro ‘ radio
Método ingenuo estacional | 0.8570 | 0.9078 | 0.9442 | 0.6664
alisados 0.7907 | 0.6568 | 0.7346 | 0.5548
k-NN 0.6824 | 0.6572 | 0.7058 | 0.5649
ARIMA 0.6309 | 0.6114 | 0.6541 | 0.5087
MLP 0.7365 | 0.7250 | 0.8484 | 0.6488
ARIMA+MLP 0.6673 | 0.6189 | 0.6588 | 0.5088

hacen, pero pese a ello, obtienen peores resultados. Por su parte, los alisados
v el k-NN para STI estan un peldano por debajo de las aproximaciones ya
mencionadas, pero consiguen mejorar al método ingenuo. La aproximacién
que pronostica los extremos de las series mediante modelos univariantes es,
de nuevo, la mas floja, aunque sb6lo empeora al método ingenuo en la serie
de los radios.

4.10.6. Predicciéon del rango de la temperaturas mensuales
en Pekin

En este ejemplo se va a trabajar con una STI del ambito meteorol6gi-
co, donde cada intervalo representa un rango de temperaturas. El extremo
inferior de los intervalos representa la media mensual de las temperaturas
minimas en Pekin, mientras que el extremo superior representa la media
mensual de las temperaturas méximas en dicha ciudad. La serie abarca des-
de enero de 1952 hasta diciembre de 1988, ambos inclusive, por lo que consta
de 456 periodos mensuales. Los primeros 324 periodos de la serie, i.e. los pri-
meros 27 anos, han sido usados como conjunto de entrenamiento, mientras
que los 132 periodos restantes han sido empleados como conjunto de prueba.
Los datos han sido obtenidos de la base de datos Long-Term Instrumental
Climatic Database of the People’s Republic of China?.

Tal y como muestra la figura 4.10, la serie tiene una estacionalidad ma-
nifiesta que afecta a todo el intervalo y no solo a la posicién del mismo. El
patrén estacional es muy regular, tal y como puede esperarse de una serie
temporal de temperaturas de frecuencia mensual. Esto implica que el método
ingenuo con estacionalidad pronosticard mucho mejor que el método ingenuo
normal. Por ello, se empleara dicho método como la referencia a batir.

En la tabla 4.9 se muestra el resultado obtenido por cada uno de los méto-

*Disponible en http://dss.ucar.edu/datasets/ds578.5/data/ para usuarios regis-
trados (el registro es gratuito)



CAPITULO 4. Prediccién de Series Temporales de Intervalos

156

wm,

20

10

_151 , , , , , , , , , , , ,

Ene-51 Ene-54 Ene-57 Ene-60 Ene-63 Ene-66 Ene-69 Ene-72 Ene-75 Ene-78 Ene-81 Ene-84 Ene-87

Figura 4.10: STI mensual de las temperaturas minimas y maximas medias mensuales en Pekin entre 1952 y 1988.

Dic-88




4.10. Ejemplos ilustrativos de la predicciéon de STI 157

Tabla 4.10: RECEM en el periodo de prueba en cada una de las cuatro
series de componentes de la STI de la temperatura de Pekin.

’ Modelo H ext.inf. | ext.sup. H centro radio
Método ingenuo estacional 0.8570 0.9078 0.9442 | 0.6664
VAR (12) 0.6824 0.6965 0.7218 | 0.5740
VECM (11) ext. inf-sup 0.6792 0.7065 0.7240 | 0.5921
AEEc (a = .07; 6 = .07) 0.6886 0.6806 0.6637 | 0.7480
AEFEi (o = .07; § = .07) 0.6612 0.6248 0.6637 | 0.5431
iMLP (h=10; retardos=1, 11, 12) || 0.7158 0.7226 0.7308 | 0.6819
k-NN pond. dist. (k=12; d=4) 0.7224 0.6412 0.7069 | 0.5372
Aproxim. univar. ext. inf-sup 0.6309 | 0.6114 || 0.6509 | 0.4921
Aproxim. univar. cen-rad 0.6391 0.6155 0.6541 | 0.5087

dos de prediccion considerados al predecir cada una de las series temporales
de los componentes. En este caso, al ajustar los métodos de prediccién se ha
tenido en cuenta la componente estacional de la serie. La tabla destaca en
negrita aquellos métodos que mejor resultado han dado en cada serie. Tal y
como puede verse, los modelos ARIMA con estacionalidad han sido los que
mejores predicciones han obtenido en cada una de las cuatro series de los
componentes. Sin embargo, el resto de métodos también funciona notable-
mente mejor que el ingenuo en todas las series. Esto quiere decir que, pese a
la estabilidad del patrén estacional, el método ingenuo estacional ofrece una
prediccién muy susceptible de mejora.

A la vista de estos resultados, se han utilizado los modelos ARIMA para
predecir los extremos, el centro y el radio de los intervalos, y para componer
con ellos la prediccion de la STI segiin la aproximacién basada en los ex-
tremos y la basada en el centro y el radio. En la tabla 4.10 se muestran los
resultados obtenidos por estas dos aproximaciones y por el resto de métodos
que permiten predecir la STT en su totalidad.

La aproximacién que pronostica de forma independiente las series de los
extremos del intervalo es la que mejores resultados obtiene. Este resultado
llama la atencién ya que en las STI financieras trabajadas en los apartados
anteriores esta aproximacién era la que peores resultados obtenia en la ma-
yoria de los casos. Por su parte, la aproximacién que pronostica de forma
independiente la serie de los centros y la de los radios también obtienen unos
resultados notables en este ejemplo.

El alisado exponencial con estacionalidad de intervalo (AEEi) obtiene
unos buenos resultados. Como era de esperar, este método funciona mejor
que el alisado con estacionalidad clasica en la posicion del intervalo (AEEc).
Este resultado es logico ya que tal y como muestra la figura 4.10 la estacio-
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nalidad afecta al intervalo completo y no sélo a su posicion. También resulta
interesante comprobar como el AEEi obtiene mejores resultados en todos los
componentes que los que se obtienen prediciendo las series temporales de
los componentes por separado (fila “alisados” de la tabla 4.9). Este es un
argumento a favor de los métodos de prediccion que consideran al intervalo
como una entidad en si misma, en lugar de descomponerlo en componentes.

Por su parte, los modelos multivariantes VAR y VECM obtienen buenos
resultados, pero se encuentran un peldano por debajo del AEEI y dos con
respecto a las aproximaciones que trabajan con las series univariantes de
forma independiente. Por su parte, el iMLP y el k-NN para STI, aunque
mejoran al método ingenuo, no son tan precisos como los métodos ya citados.

4.11. Conclusiones

En este capitulo se ha abordado el tema de la prediccién de STI. Tal y
como se indica en el apartado 4.3, este tipo de series son muy utiles para
informar sobre la dispersién de un determinado fendémeno y, por tanto, son
ttiles en determinados contextos donde la variabilidad es crucial como, por
ejemplo, las finanzas y la meteorologia. Sin embargo, en dichos campos las
STI normalmente no reciben un tratamiento que reconozca su naturaleza de
intervalo.

El intervalo es un dato simbélico que implica una mayor complejidad que
un dato clasico y que puede ser tratado de diferentes formas. Una aproxi-
macién que permite tratar los intervalos de forma sencilla consiste en des-
componerlos en dos parejas de valores (extremo inferior y superior o centro
y radio) de forma que el manejo de los intervalos se reduzca al manejo de
una de esas parejas de valores. Otra aproximaciéon para manejar datos de in-
tervalos consiste en tratarlos empleando la aritmética de intervalos (Moore,
1966) que permite operar matematicamente con ellos.

En el apartado 4.4 de este capitulo se han propuesto dos alternativas
para medir el error en STI. Una de ellas mide el error de forma separada
en cada uno de los componentes del intervalo y la otra utiliza la distancia
como herramienta para representar la nocion de diferencia entre un intervalo
observado y su pronoéstico. Cada una de las aproximaciones tiene su propio
punto fuerte. La primera proporciona una mayor informacién sobre el error
presentdndolo desglosado por componentes v la segunda es més manejable,
ya que muestra el error como un tnico valor que responde al criterio de la
distancia empleada.

En este capitulo, también se han presentado distintas estrategias para
predecir STI. En algunas de ellas, se utilizan métodos clasicos para predecir
las series de los componentes de los intervalos. Mientras que en otras se han
propuesto nuevos métodos que reconocen al intervalo como una entidad en sf
misma y lo predicen como tal. Estos métodos son, en realidad, adaptaciones
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de métodos clasicos ya existentes (e.g. alisados exponenciales, perceptron
multicapa y k-NN). La adaptacion de estos métodos al contexto de las STI
se ha realizado con ayuda de la aritmética de intervalos. Los métodos de
prediccién presentados en esta tesis se suman a los ya propuestos por Teles
y Brito (2005) y por Maia et al. (2006a) y van conformando un cuerpo de
técnicas para pronosticar STI.

El rendimiento de los métodos propuestos ha sido evaluado en el apartado
4.10. Las series que se han empleado proceden del ambito econémico (STIT
de la varicion intradiaria de indices bursétiles y del cambio de divisas) y del
ambito meteorologico (STI de temperaturas). De los resultados obtenidos en
los ejemplos pueden extraerse las siguientes conclusiones:

= Las aproximaciones propuestas para predecir STI han demostrado su
capacidad de prediccion en los ejemplos considerados. En todas las STI
analizadas, se han conseguido mejores predicciones que las obtenidas
por el método ingenuo con algunas, cuando no con todas, las aproxi-
maciones propuestas. Esto ha sucedido también en las series de origen
financiero donde es habitualmente complicado batir al método ingenuo.
Dicho resultado demuestra la valia del enfoque planteado.

= No existe ninguna aproximaciéon que haya resultado la mejor para to-
dos los casos analizados. Sin embargo, la aproximacién que trabaja de
forma independiente con las series de los centros y de los radios y, en
menor medida, los modelos VAR y VECM han obtenido muy buenos
resultados en todos los casos, con lo que parecen buenas aproximacio-
nes para predecir STL.

= En las STI financieras, la aproximaciéon que predice la STI a partir
de los modelos univariantes de los extremos de los intervalos no ha
obtenido buenos resultados. La principal fuente de error en dichas STI
estuvo en la serie temporal de los radios de los intervalos. Esto parece
indicar que dicha aproximacioén, al trabajar con las series de forma
independiente, no es capaz de predecir adecuadamente el radio en las
series del contexto financiero. Sin embargo, el resto de aproximaciones
propuestas si han obtenido predicciones del radio mas precisas que las
proporcionadas por el método ingenuo y por dicha aproximacion.

= Los modelos propuestos en esta tesis que predicen la STI tratando al
intervalo como tal, i.e., los alisados exponenciales, el iMLP y el k-NN,
han obtenido buenos resultados en todos los casos analizados. Estos
modelos son conceptualmente méas correctos que los que trabajan con
las series de los extremos de forma independiente, ya que estos, al tra-
bajar con las series de los extremos de forma independiente, pueden dar
lugar a predicciones sin sentido donde el extremo inferior del intervalo
pronosticado esté por encima del extremo superior. Esta superioridad a
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nivel conceptual se ha visto refrendada también en los resultados, por-
que, en los ejemplos analizados, los métodos de prediccién que trabajan
con el intervalo como tal han logrado obtener mejores predicciones pa-
ra los extremos de los intervalos que la aproximaciéon que predicen de
forma independiente las series de los extremos.

La diferenciacién para STI propuesta en el apartado 4.9.1 ha demostra-
do su utilidad en las series del ambito financiero analizadas. Fn dichas
series existia una tendencia estocastica que afectaba a la posicién del
intervalo. Sin eliminar esa tendencia el iMLP y el k-NN para STT ob-
tenfan peores predicciones que el método ingenuo. Sin embargo, como
era de esperar, una vez eliminada dicha tendencia, las predicciones de
dichos modelos mejoraron considerablemente. Este comportamiento es
similar al que se observo en el caso de las series temporales de los ex-
tremos y del centro el caso financiero, donde el MLP y el k-NN para
series temporales clasicas necesitaban trabajar con las series diferen-
ciadas para poder obtener buenas predicciones.

En todos los casos analizados, las series temporales de los extremos de
los intervalos eran series cointegradas. Sin embargo, al recoger dicha
relaciéon de cointegracién en un modelo multivariante, i.e. al utilizar
un modelo VECM, no se han obtenido predicciones sustancialmente
mejores que las obtenidas por un modelo VAR que no recogiese expli-
citamente dicha relacién.

La aproximacion planteada por Maia et al. (2006a) que consiste mo-
delar de forma independiente las series de los centros y de los radios
mediante un modelo hibrido ARMA+MLP no debe ser considerado
como una regla de aplicacién general, tal y como sugieren estos auto-
res. Es cierto que la versatilidad de ambos modelos permite obtener
predicciones aceptables para casi cualquier tipo de serie temporal, sin
embargo, las buenas practicas en prediccién indican que cada serie de-
be ser pronosticada con el modelo que mejor se adapte a ella y que los
modelos mas parsimoniosos, i.e. con menos parametros, suelen obtener
mejores resultados. Por ello, dado que la serie temporal de los centros y
la de los radios suelen tener un comportamiento muy diferente, lo ade-
cuado es utilizar para cada una de ellas el modelo que mejor se adapte
v no imponer un modelo con tantos parametros como el hibrido sin un
analisis previo. De hecho, en los ejemplos analizados el modelo hibrido
no ha sido el mas preciso en la prediccién de las series de los centros
en ninguno de los ejemplos planteados y s6lo lo ha sido una vez en la
prediccion de la serie de los radios (en el ejemplo del apartado 4.10.4).

El método de prediccion de STT planteado por Teles y Brito (2005) no
ha sido comparado en este capitulo. Dicho método es un modelo ARMA
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para STI que trabaja con las series de los extremos, donde la ecuacion
que rige ambas series es la misma con excepcion de la constante. A la
vista de lo sucedido con la adaptacion de otros métodos de prediccidon
al contexto de las STI, es de esperar que este modelo ARMA hubiese
obtenido unos resultados mejores que los obtenidos por los modelos
ARIMA aplicados sobre las series de los extremos del intervalo. En
cualquier caso, el modelo ARMA propuesto por Teles y Brito (2005)
es mas adecuado para tratar intervalos ya que asegura que en todo
caso, la prediccién obtenida serd siempre un intervalo; lo cual no tiene
por qué suceder al trabajar con las series de los extremos de forma
independiente.

Como es natural, la evidencia empirica que proporcionan los ejemplos
analizados es limitada y las conclusiones que se han obtenido no deben ex-
trapolarse de forma, directa a otros ambitos, ni a otras STI, sino que deberan
ser revisadas a medida que se obtengan nuevos resultados. Pese a ello, este
trabajo constituye una referencia valiosa para futuros trabajos que pretendan
abordar la prediccién de STL.






Capitulo 5

Prediccion de Series
Temporales de Histogramas

Predecir es como conducir un coche con los ojos
vendados siguiendo las indicaciones de alguien
que mira por la luna trasera.

Anoénimo

Las series temporales de histogramas son una herramienta que permite representar
series temporales de distribuciones, es decir, series en las que cada instante se describe
mediante una distribucién. Este capitulo abordara diferentes aspectos sobre este nuevo
tipo de series temporales como, por ejemplo, la idoneidad de los histogramas como
método de representacion de las distribuciones, la obtencién de series temporales de
histogramas o la definiciéon de medidas de error para este tipo de series temporales.
Para poder predecir estas series, en el capitulo se adaptaran dos métodos de prediccién
para series temporales clasicas. Los métodos en cuestion son los alisados exponenciales,
que se adaptaran por medio de la aritmética de histogramas y por medio del uso de
baricentros, y el método de los k vecinos mas préximos que se adaptara empleando
baricentros. La capacidad predictiva de estos métodos serd evaluada por medio de una
bateria de ejemplos de diversos ambitos.

5.1. Introduccion

FEn el capitulo anterior, se abordaron las series temporales de intervalos.
El intervalo representa la variabilidad de una observacién en un determina-
do instante mediante un rango de valores (dicho rango puede ser el rango
absoluto o, por ejemplo, el recorrido intercuartilico). Sin embargo, el inter-
valo no informa de lo que sucede entre los extremos considerados, es decir,
no indica céomo se distribuyen las observaciones dentro del rango. Para ello,
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es necesario un dato simbélico que permita representar de una forma més
completa una distribucién de datos cuantitativos. Los histogramas permiten
cubrir dicha carencia. Este capitulo sienta las bases para trabajar y predecir
series temporales de histogramas (STH). En primer lugar, se definira este
tipo de series temporales.

5.2. Definicion de Serie Temporal de Histogramas

Definicién. Una serie temporal de histogramas {hx,} puede definirse co-
mo una secuencia de distribuciones observadas en instantes sucesivos en el
tiempo denotados por t = 1,...,n, donde cada distribucién es representada
mediante un histograma hx, que viene dado por

hx, = {({e,1,m1)s oo, (Lepe> Tepe )}, con t =1,...,n, (5.1)

donde {7 ;} con i =1, ..., p; es una distribucion de frecuencia o de probabili-
dad en el dominio considerado que cumple que m;; > 0 y que Zf;l Tes = 15
y donde [I];; C B, Vt,i, es un intervalo (también llamado barra) definido
como [I]y; = [I;;,14) con —oo < I;; < Iy; < ooe l,; < Iy;q Vi, i, con
1> 2.

La notacién que se ha propuesto para representar los histogramas que
forman parte de una serie temporal no coincide con la notacién de los his-
togramas mostada en el capitulo 2. Sin embargo, la notaciéon que aqui se
propone es la que se ha considerado mas adecuada para trabajar en el con-
texto de las series temporales.

Desde la perspectiva del analisis de datos simbdlicos, una STH puede de-
finirse como una serie temporal donde las observaciones son realizaciones de
variables aleatorias simbdlicas de histograma. Cada histograma representa la
densidad observada en cada instante temporal. Los histogramas son un tipo
de estimador de densidad muy popular (Simonoff, 1996). Para poder traba-
jar con ellos, es necesario definir la funcién de densidad que llevan asociada.
En esta tesis se asumird que dentro de cada subintervalo del histograma las
observaciones se encuentran distribuidas uniformemente. Esta hipo6tesis es
la que se asume normalmente cuando se manejan histogramas en el con-
texto del analisis de datos simbdlicos (Billard y Diday, 2003) y cuando se
emplean los histogramas como estimadores de densidad. Dado el histograma
h = {([I};,m;)} con i = 1,...,p, sus funciones de densidad y de distribucion
se definen como se indica a continuacién.
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Figura 5.1: Funcion de densidad (izqda.) y de distribucion (dcha.) del histo-
grama h = {([1,2),.3),([2,3),.2),([3,4),.2),([4,5],.5)}.

Funcién de densidad de un histograma. La funcion de densidad del
histograma h se define como

(5.2)

hz) = Tz—lll’ six e[l I)),le{l,..,p}
0, en otro caso

Funcién de distribucion de un histograma. La funcién de distribucion
del histograma h es su funcién de densidad acumulada de dicho histograma
que se define como

- 07 six S l17
H(z) :/ ha)de = Simym+ g fm, sia € [1,T),0€ {1, p)
1, six > Tp .

(5.3)

En la figura 5.1 se muestra la funcién de densidad y distribucién de un
histograma con el fin de ilustrar las definiciones anteriores.

5.3. (Por qué usar histogramas?

FEn esta tesis se propone el uso de los histogramas como una herramien-
ta para representar distribuciones. Sin embargo, cabe preguntarse por qué
raz6n usar histogramas en lugar de otros métodos que representen la densi-
dad subyacente de una forma més suavizada y precisa, como, por ejemplo,
los kernels. En este apartado se pretende responder a esa pregunta dando
argumentos en favor del uso de los histogramas.
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La versatilidad del histograma. En primer lugar, es interesante des-
tacar que la definicién de histograma dada en el apartado anterior es lo
suficientemente flexible como para reflejar cualquier estimador de densidad
basado en intervalos. Entre ellos se pueden destacar los siguientes

= Los histogramas equiespaciados. Son histogramas donde cada intervalo
tiene exactamente la misma longitud. Este es el histograma clasico
que se encuentra implementado en la mayoria de paquetes de software
estadistico.

» Los histogramas equifrecuenciales, es decir, los histogramas donde la
frecuencia asociada a cada intervalo es la misma; ver, por ejemplo,
Burman (2002). Un caso particular de este tipo de histograma son los
graficos de caja (o bozplots) propuestos por Tukey (1977), que dividen
una muestra en cuatro regiones de igual frecuencia. Tal y como indica
Benjamini (1988), los graficos de cajas ofrecen interesantes propieda-
des, una de ellas es que su sencilla representacion grafica permite cono-
cer de un vistazo la forma de la distribucién subyacente. Los bozplots
son s6lo un posible tipo de histograma equifrecuencial, pero pueden
plantearse otros como, por ejemplo, aquellos construidos a partir de
los deciles de la distribucion.

= Los histogramas construidos sobre una particién. El analista divide
el dominio de la variable considerada en los intervalos que considere
relevantes para el problema que quiera analizar, sin necesidad de que
los intervalos tengan la misma longitud. Un ejemplo de este tipo de
histograma seria aquel que representa la distribucién de ingresos de los
espanoles en determinadas bandas de distinta longitud, e.g. [0—10000),
[10000 — 15000), [15000 —20000), [20000 — 30000), [30000 — 40000), etc.

» Los histogramas definidos sobre una una secuencia de cuantiles. En es-
te caso, el analista determina la secuencia de cuantiles para el conjunto
de datos que estd estudiando. El histograma recogeré la frecuencia que
se da entre cada par de cuantiles consecutivos. Este tipo de histogra-
ma permite poner un mayor énfasis en la parte de la distribucién que
se desee, e.g. la parte central de la distribucién, alguno de sus extre-
mos, etc. Un ejemplo de este tipo de histograma seria una variante del
bozplot en el que se prestase una mayor atencién a los extremos de la
distribucién mostrando también los cuantiles de .05, .1, .9 y .95.

Todos los tipos de histograma mencionados pueden resultar muy titiles
en distintas situaciones y demuestran que la definiciéon de histograma dada
es lo suficientemente versatil y flexible como para adaptarse a distintos re-
querimientos. De hecho, los dos tiltimos son mencionados por Tay y Wallis
(2000) como dos tipos de representacion empleada en algunas aplicaciones a
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la hora de representar las densidades de prediccion. Normalmente, sera res-
ponsabilidad del analista determinar qué tipo de representacién le conviene
mas al problema que esté abordando en cada momento.

La precisidon del histograma. Pese a su sencillez, los histogramas tam-
bién pueden ofrecer representaciones precisas de la densidad subyacente si
es necesario. La mayor parte de la investigacién al respecto se centra en los
histogramas equiespaciados, ya que éstos son, sin duda, los mas utilizados
en la practica.

En un primer momento, el niimero de intervalos fue el parametro que se
utilizé para controlar la precisién del histograma equiespaciado como esti-
mador de la distribucién subyacente. Si el niimero de intervalos es demasiado
bajo, se enmascara el aspecto de la distribucién; por el contrario, si es de-
masiado alto, se puede estar representando la distribucién con un nivel de
detalle espurio.

Sturges (1926) propuso la primera regla para determinar el ntumero de
intervalos

n® de intervalos = 1 + logy n, (5.4)

donde n es el tamano de la muestra. Sin embargo, la regla de Sturges pro-
duce histogramas sobresuavizados, especialmente para valores grandes de n.
Por ello, se desarrollaron otras aproximaciones para determinar el ancho del
intervalo. Dichas aproximaciones miden la precisiéon con la que la densidad
del histograma, h(z), representa a la densidad subyacente, f(z), por medio
del error cuadratico integrado,

ECI = / h [h(z) — f(x)]*du, (5.5)

—00

y de su valor esperado, el error cuadratico integrado medio (ECIM). Sin
embargo, para ello es necesario conocer la distribucién subyacente, lo cual
no suele ser lo habitual. Scott (1979) propuso una regla para determinar el
ancho cuando la densidad subyacente es Gaussiana

ancho del intervalo = 3.4916n~ /3, (5.6)

donde & es una estimacion de la desviacion estandar. Scott (1992) desarrollo
extensiones de esta regla para estimar el ancho permitiendo diferentes grados
de asimetria y de curtosis.

Miés interesante es la aproximacion planteada por Wand (1997) que ex-
tiende las reglas de Scott para obtener el ancho de intervalo 6ptimo sea cual
sea la densidad subyacente. Esta familia de reglas requiere de la definicion
de un parametro [. Dicho parametro indica el namero de etapas de la esti-
maciéon funcional que se realizan sobre el estimador empleado en la primera
etapa (que suele ser una distribucion normal). Por tanto, valores altos de [
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implican un mayor ntmero de etapas de estimaciéon y dan lugar a una es-
timacién con un sesgo menor, pero con una posible mayor varianza. Wand
indica que [ = 2 es un valor adecuado. Computacionalmente hablando, los
requerimientos de este método son similares a los requeridos para estimar la
densidad mediante un kernel.

Para el caso del histograma equifrecuencial, Burman (2002) propone un
método para hallar el numero adecuado de intervalos, tanto para el caso
de un conjunto de datos univariante, como para el caso multivariante. Fl
enfoque se basa en realizar validacién cruzada con el objetivo de minimizar
el error cuadratico integrado (5.5). Sin embargo, segtin el propio Burman, el
estimador resultante no funciona bien si en la muestra existen regiones de
baja densidad.

En teoria, tal y como indica Simonoff (1996), si no se impone la restriccion
de usar un ancho de intervalo fijo o de frecuencia fijo, se pueden obtener
mejores representaciones de la densidad subyacente. El problema estriba en
que es preciso conocer dicha distribucién de antemano.

Otro pardametro que debe ser estimado a la hora de construir los histo-
gramas equiespaciados es la posicién de anclaje, i.e. la posicién que toma el
extremo izquierdo del primer intervalo del histograma. De acuerdo con Simo-
noff y Udina (1997), la posicion de anclaje es determinante en la apariencia
del histograma. Segun estos autores, el ECIM no es muy efectivo a la hora
de cuantificar lo bien que un estimador de densidad aproxima la apariencia
de la densidad subyacente verdadera. Por ello, proponen un indice de esta-
bilidad, GG, que, dado un conjunto de datos y un ancho de intervalo, evalia
los cambios potenciales en la apariencia del histograma ante distintas posi-
ciones de anclaje. Si G >= 0.85, el ancho de intervalo considerado produce
histogramas estables. Para mas detalles sobre el pardmetro G se recomienda
consultar el articulo de Simonoff y Udina (1997).

Facilidad de tratamiento computacional. Puede argumentarse que el
uso de estimadores de densidad como los kernels o las mixturas de distri-
buciones Gaussianas permiten obtener representaciones mas suaves de la
densidad subyacente que las ofrecidas por el histograma. En otras palabras,
puede considerarse que la representacion escalonada que ofrece el histogra-
ma no es representativa de la densidad subyacente, ya que ésta rara vez sera
escalonada.

Sin embargo, ese inconveniente desde el punto de vista de la represen-
taciéon es su mayor virtud a la hora de tratar a los histogramas compu-
tacionalmente. La representaciéon por medio de intervalos facilita el manejo
computacional de los histogramas ya que permite de forma sencilla: realizar
operaciones aritméticas con ellos, calcular distancias entre sus funciones de
densidad y estimar el baricentro de un conjunto de histogramas. El hecho
de manejar histogramas disminuye dréasticamente el tiempo de computacion
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requerido por estas operaciones, que son, ademas, las operaciones en las que
se van a basar los métodos de prediccién que se desarrollan en este capitulo.
El uso de histogramas facilita, por tanto, el uso de técnicas basadas en el
célculo intensivo como, por ejemplo, las bisquedas de pardmetros 6ptimos
para los métodos de prediccién que se van a plantear.

Las virtudes del histograma como método de representacién de datos
pueden resumirse de la siguiente manera:

= Es una representacion cercana a los datos originales y que no precisa
de la imposicién sobre los mismos de ninguna distribucién a priori.

= Su versatilidad permite al analista centrarse en las caracteristicas que
més le interesen, e.g., en un conjunto de cuantiles o en una parte del
rango de la variable.

» Permite describir las caracteristicas esenciales de los datos con una
precisién razonable.

= Su sencilla estructura simplifica su tratamiento computacional.

Dicho esto, aquellos que permanezcan escépticos ante las virtudes de los
histogramas deben considerar si es realmente necesaria una herramienta méas
sofisticada. En muchos contextos practicos es posible que baste con emplear
histogramas y que los argumentos en favor de herramientas mas sofisticadas
no justifiquen su uso.

5.4. Medidas de Error para Series Temporales de
Histogramas

En la prediccién de series temporales clasicas, el error en el instante ¢ se
mide como la diferencia entre el valor pronosticado y el valor observado, i.e.
et = X; — X;. A la hora de desarrollar medidas de error para STH, hay que
tener en cuenta que la complejidad del histograma es notablemente mayor
que la del valor clasico, lo cual dificulta la medicién del error. Por esta razon,
para trabajar con histogramas es necesario redefinir el concepto de error.

En este apartado se analizardn una serie de posibles alternativas para
medir el error en STH y se desarrollard a fondo la que se ha considerado
adecuada.

5.4.1. Analisis de diferentes alternativas para elaborar me-
didas de error para STH

Una primera posibilidad para desarrollar medidas de error para STH con-
siste en definir el error en el instante ¢t como la diferencia entre el histograma
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observado y el histograma pronosticado, hx, — iLXt. Para ello se puede em-
plear la resta de la aritmética de histogramas propuesta por Colombo y
Jaarsma (1980)!. Sin embargo, el resultado de esta operacién no informa so-
bre la similitud entre los histogramas considerados. Para ilustrar este hecho
supongamos el caso de una prediccion perfecta tal que hx, = ﬁXt = hy. Si
utilizamos la operacion de resta entre histogramas definida por Colombo y
Jaarsma (1980), el error calculado como he, = hx, — hy, tomara valor cero,
i.e. he, = {(]0,0],1)}, si y sélo si ha = {([a,a],1)} con a € R, es decir, si
y solo si el histograma considerado es un valor clasico. Este hecho sucede
porque la resta de histogramas propuesta por Colombo y Jaarsma (1980)
tiene como objetivo representar la distribucién de la resta entre cada par de
valores posibles de cada uno de los histogramas considerados y no sirve para
medir la diferencia que existe entre dos histogramas.

Descartado el uso de la aritmética de histogramas, puede proponerse el
uso de contrastes de bondad del ajuste para determinar si un histograma
pronosticado se corresponde o no con el histograma observado. En el area
de las predicciones de densidad, Diebold, Gunther y Tay (1998) emplean los
contrastes de bondad del ajuste para evaluar si una prediccién de densidad
se corresponde 0 no con la densidad verdadera. Sin embargo, este enfoque
no sirve como base para desarrollar medidas de error en STH. La razon
es que un contraste determina si ambas distribuciones son o no iguales de
forma estadisticamente significativa, pero no ofrece informacién cuantitativa
indicando lo similar o lo diferente que es una distribucién de la otra. El
concepto de error que buscamos debe ser mensurable, ya que de esa forma
podré usarse como referencia para ajustar los parametros de un método de
prediccién o para elegir entre distintos métodos de predicciéon.

Otra posibilidad para medir el error en STH consiste en emplear medidas
de divergencia para cuantificar el error existente en una prediccién. Dentro
también del drea de la prediccion de densidades, Hall y James (2007) utilizan
el criterio de informaciéon de Kullback-Leibler para combinar predicciones de
densidad y para cuantificar las diferencias entre la densidad pronosticada y
la real. Dadas dos funciones de densidad f(x) y g(x) definidas sobre R, el
criterio de informacién o medida de divergencia de Kullback-Leibler se define
como

Dic-1(f9) = [togtE D) sy (5.7

R 9(z)

Desafortunadamente, esta medida no es apropiada para las STH ya que
requiere que el soporte de una de las densidades consideradas sea el mismo
o esté contenido dentro del soporte de la otra densidad (ya que en caso
contrario la medida toma el valor infinito). Esta condicion es frecuentemente
violada en STH donde el histograma observado y el pronosticado se suelen
solapar pero sin llegar a ser tener el mismo soporte.

!Mas detalles sobre la aritmética de histogramas en el apartado 5.5.1.1.
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Sin embargo, pese a que el criterio de informaciéon de Kullback-Leibler no
es véilido para nuestro proposito, el uso de medidas de divergencia si es un
enfoque adecuado para proponer medidas de error para STH. Las medidas
de divergencia proporcionan valores que representan de forma objetiva las
diferencias entre la densidad verdadera y la pronosticada. Por tanto, basan-
donos en una medida de divergencia se puede desarrollar un concepto error
entre densidades que sea cuantificable y definido en base a un criterio claro,
como es la definicién de la propia medida.

En el siguiente apartado, se abordara la definicién de medidas de error
basadas en medidas de divergencia.

5.4.2. Medidas de error para STH basadas en distancias

En este apartado, se va a analizar qué medidas de divergencia resultan
adecuadas para reflejar el concepto de error entre histogramas. Como re-
sultado del estudio, dos medidas de divergencia, que ademas cumplen las
propiedades para ser consideradas distancias, seran consideradas como idé-
neas para proponer medidas de error para STH. Posteriormente se analizara
la interpretaciéon de las mismas y, por tltimo, se propondran una serie de
medidas de error para STH basadas en ellas.

5.4.2.1. Analisis de medidas de divergencia para distribuciones

Gibbs y Su (2002) y Bock (2000) ofrecen sendas revisiones sobre las
medidas de divergencia para distribuciones de probabilidad. En la tabla 5.1
muestran las més empleadas en la préctica, considerando que f(z) y g(z)
son las funciones de densidad definidas para valores z € R, que F(z) y G(x)
son las funciones de distribuciéon y que F~1(x) y G~!(x) son las inversas de
dichas funciones de distribucién.

Tabla 5.1: Medidas de divergencia para distribuciones

Divergencia de Kullback-Leibler | Dx_1(f,g) fé)% log{ L } f(x)dx
Divergencia de Jeffrey Dy(f,9) =Dk_r(f,g ) + Dyi_1(g,f)
Divergencia x? D,2(f,9) = [ de

1
Distancia de Hellinger Dy (f,9) [f% (v f(z)— /g de} ?
Distancia de Variacién Total Dyar(f,9) = [5 ‘f g( )]dx
Distancia de Wasserstein Dw(f,9) = [4|F(z) — G(x)|dx
Distancia de Mallows Dy (f,g) = \/fo (t) G—L(t))2dt
Distancia de Kolmogorov Dk (f,g) = maxy |F(z) — G(z)|

Las divergencias de Jeffrey y de x? sufren el mismo problema que el
comentado en el apartado anterior para la divergencia de Kullback-Leibler.
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Estas medidas toman un valor infinito si las funciones de densidad considera-
das no tienen el mismo soporte, lo cual es habitual en STH. Por tanto, estas
medidas no son adecuadas para desarrollar medidas de error para STH.

Tanto la distancia de Hellinger, como la distancia de Variaciéon Total
y la distancia de Kolmogorov toman valores en un intervalo acotado. La
primera en el intervalo [0, v/2], 1a segunda en [0, 2] y la tercera en [0, 1]. Estas
distancias alcanzan su valor méaximo cuando los soportes de las funciones
de densidad no intersectan, sin importar lo alejados que estén los soportes.
Esta caracteristica no es adecuada para desarrollar medidas para STH ya
que el error debe ser mayor cuanto més alejado se encuentre el histograma
pronosticado del histograma observado. Por tanto, dichas medidas se pueden
descartar.

Las distancias de Wasserstein y de Mallows (Mallows, 1972) si resultan
adecuadas ya que toman valores en el intervalo [0,[], donde [ es la longitud
del dominio, por lo que cuanto més alejadas estén las funciones de densidad
consideradas, mayor sera la distancia entre ellas.

Es interesante resenar que la distancia de Wasserstein puede representar-
se en funcién de las inversas de las funciones de distribucién de la siguiente
manera

1
Dw(f.9) = /m F(2) - Glo)lde = /0 FU ) -G old (58)

De esta forma, puede verse que las distancias de Wasserstein y de Mallows
son casos particulares de la siguiente expresion

1 1/p
D(f.q) = ( | o —G*(t))ﬁdt) (5.9)

con p =1y p =2, respectivamente. Es decir, ambas distancias mantienen
una relacion similar a las que guardan la distancia Manhattan y la Euclidea,
que son casos particulares de la métrica de Minkowski.

Puede verse un anélisis riguroso sobre las propiedades de las distancias
presentadas en Gibbs y Su (2002). A continuacion, se muestra un ejemplo
que ilustra cémo se comportan estas medidas de divergencia y que servira
para reforzar el argumento de que las distancias de Wasserstein y de Mallows
resultan adecuadas para medir errores en STH.

Un ejemplo ilustrativo. Consideremos un histograma observado hg4 =
{(]0,1),.7),([1,2),.3)} y dos predicciones o estimaciones de hy como, por
ejemplo, hp = {([1,2),.2),([2,3),.8)} v hp = {([1,2),.2),([5,6),.8)}. La
figura 5.2 muestra las funciones de densidad y de distribucién de estos histo-
gramas. Si observamos dichas imagenes, podemos concluir que los histogra-
mas h4 y hp son més similares entre sf de lo que lo son los histogramas h 4

y hB/.
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Figura 5.2: Arriba: Funciones de densidad de h4 y hp (izqda.) y de ha y hp
(dcha.). Abajo: Funciones de distribucién acumulada de h4 y hp (izqda.) y
de hA y hB/ (dcha.).

Tal y como se puede ver en la tabla 5.2, de todas las medidas de diver-
gencia consideradas, sélo las distancias de Wasserstein y de Mallows reflejan
que el histograma hp es méas similar a hy de lo que es hp/. Es decir, son
las tnicas medidas que reflejan de forma adecuada el concepto de semejanza
que capta el ojo humano.

Observando las férmulas de la tabla 5.1 se puede ver que la distancia de
Variacion Total mide el area encerrada entre las funciones de densidad, mien-
tras que la distancia de Wasserstein mide el drea encerrada entre las funciones
de distribucién. Tal y como se puede ver en la figura 5.2, el area encerrada
por las funciones de densidad entre hs y hp es idéntica a la encerrada entre
ha v hp . Mientras que no sucede asi si comparamos sus funciones de dis-
tribucién. Esto ilustra la idea de que las medidas de divergencia basadas en
las funciones de distribucién son més eficientes a la hora de reflejar la seme-
janza que aquellas basadas en las funciones de densidad. Esta aseveracion es
reforzada también por el hecho de que los contrastes de bondad del ajuste
para distribuciones de probabilidad como el de Kolmogorov-Smirnov o el de
Cramer-von Mises estén basados en funciones de distribucion.

Sin embargo, no todas las medidas de divergencia basadas en funcio-
nes de distribucién reflejan adecuadamente la semejanza que percibe el ojo
humano. La distancia de Kolmogorov es un contraejemplo de esta teoria,
porque emplea funciones de distribucion y en el ejemplo obtiene unos resul-
tados que contradicen el andlisis visual de los histogramas. Esto es debido a



174 CAPITULO 5. Prediccion de Series Temporales de Histogramas

Tabla 5.2: Divergencia entre los histogramas h4 v hp y los histogramas h4

y hp segun las diferentes medidas consideradas

Medida de divergencia D(ha,hp) | D(ha,hp)
Divergencia de Kullback-Leibler 00 00
Divergencia de Jeffrey 00 00
Divergencia x? 00 00
Distancia de Hellinger 1.229 1.229
Distancia de Variacién Total 1.6 1.6
Distancia de Wasserstein 1.5 3.9
Distancia de Mallows 1.52 4.11
Distancia de Kolmogorov 0.8 0.8

que esta distancia sélo tiene en cuenta el punto de la recta real para el cual
la diferencia entre las dos funciones de distribucién es méxima, no teniendo
en cuenta el comportamiento de las funciones en el resto de la recta real.

El ejemplo mostrado prueba que las distancias de Wasserstein y de Ma-
llows ofrecen una nocién de divergencia que casa con la que se deriva de una
inspeccién visual. No se trata de un caso aislado, pueden proponerse otros
distintos y las conclusiones que se obtienen son similares.

A la luz del analisis realizado, se concluye que, de las distancias consi-
deradas en este apartado, sélo las distancias de Wasserstein y de Mallows
son adecuadas para reflejar el concepto de error en STH. En el apartado
siguiente se profundizard sobre su interpretacion.

5.4.2.2. Interpretacion de las distancias de Wasserstein y de Ma-

llows

Las distancias de Wasserstein y de Mallows tienen una interpretacion
clara e intuitiva, lo cual es una condiciéon deseable en una medida de error.
Dicha interpretacion esta relacionada con la de la Earth Mover’s Distance o
Distancia de los Transportistas de Arena (DTA). La DTA fue propuesta por
Rubner et al. (2000) y es muy empleada en vision artificial para medir las
diferencias entre histogramas que se emplean para representar las imagenes.

Los histogramas que se emplean en el drea de vision artificial son distintos
a los histogramas que se estan considerando en este capitulo. Se trata de
histogramas de una magnitud discreta cuyo rango va normalmente entre 0
y 255. Las magnitudes son, por ejemplo, el brillo y el color de la imagen. El
histograma recoge el niimero de pixels que hay en la imagen analizada que
toman cada uno de los valores entre 0 y 255 de la magnitud considerada.

La DTA es una solucién al problema de transferencia de masas de Monge-
Kantorovich (Rachev, 1984). Esto quiere decir que la DTA entre dos histo-
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Figura 5.3: Representacion grafica de la Distancia de los Transportistas de
Arena para los histogramas ha y hp.

gramas puede interpretarse como la cantidad minima de trabajo requerida
para transformar un histograma en otro por medio del transporte. Dado que
Levina y Bickel (2001) demuestran que la DTA aplicada sobre distribuciones
de probabilidad es idéntica a la distancia de Mallows y de Wasserstein, estas
distancias pueden interpretarse de igual forma que la DTA. Por tanto, las
distancias de Wasserstein y de Mallows pueden ser interpretadas como el
trabajo requerido para transformar una distribucién en otra transportando-
la hasta que ocupe su lugar. A continuacion, se mostrara un ejemplo para
explicar esta idea.

Consideraremos dos histogramas y consideraremos que uno de ellos es una
masa de arena y el otro es un molde cuya capacidad es exactamente la de la
masa de arena disponible. Los histogramas son ha = {([1,2),.6), ([2,3],.4)}
vy hg = {([5,6),.6), ([6,7],.4)}. Estos histogramas son mostrados en la figura
5.3 en la que, para hacer méas comprensible la idea, el histograma h4 es
representado como una pila de bloques de longitud 1 y alto 0.1 en lugar de
como una masa de arena.

Si inicamente consideramos el trabajo que hay que hacer para desplazar
horizontalmente los bloques hacia el molde, el trabajo minimo para mover
los bloques del histograma h4 hasta completar el molde del histograma hp
consiste en realizar los movimientos que indican las flechas de la figura 5.3.
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En fisica, el trabajo es una magnitud que depende de dos magnitudes
vectoriales, la fuerza y la trayectoria. Si el médulo de la fuerza es constante
y el angulo que forma con la trayectoria también es constante, el trabajo
serd el producto escalar entre el vector de fuerza y el vector de distancia

- —
W=F-d. (5.10)

En el caso que nos ocupa, hemos dicho que s6lo se considerara el desplaza-
miento horizontal, por lo que la fuerza que hay que aplicar es paralela a la
trayectoria de desplazamiento. Esto hace que el trabajo se calcule como el
producto entre la magnitud de la fuerza y de la distancia

W=F-d. (5.11)

En nuestro caso, la distancia minima que recorrera cada bloque viene
determinada por las flechas de la figura 5.3, cuya magnitud es d; = 4 para
los diez desplazamientos a realizar. Por su parte, la fuerza a aplicar para
desplazar el bloque se considerard igual a la frecuencia que representa dicho
bloque y dicha frecuencia es igual al producto entre el ancho y el largo del
bloque. Como todos los bloques son de igual tamaifio, la fuerza a aplicar
para desplazar cada uno es F; = 0.1. Por tanto, el trabajo realizado en cada
uno de los desplazamientos es W; = F;d; = 0.1 -4 = 0.4. Como en total
hay que realizar diez desplazamientos idénticos, el trabajo para convertir un
histograma en otro tiene un valor total de W =" W; = 4.

El valor obtenido coincide con el que resulta de calcular la distancia de
Wasserstein con la ecuacion (5.8). Como se menciond anteriormente, dicho
valor mide el area encerrada entre las funciones de distribucién acumula-
da de los histogramas considerados. La figura 5.4 muestra las funciones de
distribucién para los histogramas h4 y hp. En este caso, resulta trivial cal-
cular la distancia de Wasserstein graficamente porque corresponde a la suma
del area de los dos paralelogramos comprendidos entre ambas funciones de
distribucién.

La relacién entre el concepto de trabajo y la distancia de Mallows pa-
ra funciones de distribuciones discretas viene expresada segtn la siguiente
formula

W= (3 Fd)r, (5.12)

es decir, que se calcularia de manera similar a una métrica de Minkowski
de orden p = 2. Mientras que en el caso de la distancia de Wasserstein la
métrica serfa de orden p = 1.

Por Gltimo, otro aspecto importante sobra la interpretacién de las distan-
cias de Wasserstein y de Mallows es que ambas se calculan como diferencias
entre las funciones de los cuantiles de los histogramas que se estén consi-
derando. Mas concretamente, ambas distancias se calculan a partir de los
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Figura 5.4: Funciones de distribucién de los histogramas h4 v hp.

valores 0; = |F~1(t) — G7L(t)|, Vt € [0,1]. La inversa de la funcién de distri-
bucion se conoce como la funcién de los cuantiles, i.e. el t-cuantil de f viene
dado por el valor de la inversa de su funcién de distribucion, F~1(t). Por
ello, tal y como muestra la figura 5.5, cada valor §; puede considerarse como
la distancia L; entre los cuantiles en ¢ de las dos funciones de distribucién.
En la distancia de Mallows dichos valores estan elevados al cuadrado. Por lo
tanto, puede trazarse un paralelismo entre la distancia de Wasserstein y la
distancia Manhattan, y entre la distancia de Mallows y la distancia Euclidea.

5.4.2.3. Definicion del Error Medio basado en una Distancia

En los apartados anteriores se ha estimado adecuado reflejar los erro-
res por medio de medidas de divergencia para distribuciones. De entre las
medidas mas habituales, s6lo la de Wasserstein y la de Mallows se han consi-
derado adecuadas. Ambas medidas se basan en las funciones de distribucion
acumuladas ya que, como se ha mostrado, este hecho hace que reflejen mejor
las diferencias entre las distribuciones consideradas. Es interesante mencio-
nar que cuando Diebold et al. (1998) plantean evaluar si las predicciones de
densidad son adecuadas o no, proponen el uso de contrastes de bondad del
ajuste sobre las funciones de distribucién acumuladas.

Las medidas de divergencia consideradas son distancias, ya que cumplen
los siguientes requisitos: son medidas definidas positivas, son simétricas y sa-
tisfacen la propiedad de la desigualdad triangular. Estas propiedades dotan



178 CAPITULO 5. Prediccion de Series Temporales de Histogramas

- e H
0.8r B
I D
5= IH 10 - HX0)
0.6
0.4
0.2
0 1 1 J
0 1 2 3 4 5 6

Figura 5.5: Representacion de los valores &; = |H ;' (t) — H5'(t)| sobre las
funciones de distribucién de dos histogramas cualesquiera ha y hp.

de mayor potencia significativa a esas medidas de divergencia. Ademas, el
hecho de que las distancias sean definidas positivas hace que no sea necesario
usar el valor absoluto ni el cuadrado para hacer que los valores resultante
sean positivos. Al contrario de lo que sucede en las series temporales clasicas,
donde se emplea el Error Absoluto Medio y el Error Cuadratico Medio para
evitar la compensacion de errores positivos y negativos, en STH los errores
podran ser agregados simplemente mediante la suma, sin necesidad de reque-
rir a ninguna operacién adicional. No obstante, también se puede plantear
una medida que sea del estilo de la Raiz Cuadrada del Error Cuadratico
Medio.

Sea {hx,} la STH observada, y {hx,} la prediccion de dicha STH, con
t =1,...,n el Error Medio basado en la Distancia de Wasserstein o
de Mallows se define de la siguiente forma

R Z?:l (D(hXt7 ﬁXt))q e
EMD({hx,},{hx,}) = - ; (5.13)

donde D(hx,, h x, ) es la distancia de Wasserstein o de Mallows que aparece en
la tabla 5.1y q es el orden de la medida de error, de forma que si consideramos
q = 1, agregamos las distancias como en el Error Absoluto Medio, y si ¢ = 2,
agregamos las distancias como en la Raiz Cuadrada del Error Cuadratico
Medio.
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Una medida de error escalada. Hyndman y Koehler (2006) proponen
una nueva aproximaciéon para el desarrollo de medidas de error robustas
que no se vean afectadas por la unidad medida. Siguiendo las ideas que
ellos proponen, puede plantearse una versiéon del EMD independiente de
las unidades de medida. La medida que se va proponer escalard el EMD
mostrado en (5.13) para ¢ = 1.

En primer lugar, el error (i.e. la distancia) en ¢ debe ser escalado por el
EMD cometido por el método ingenuo en un periodo de tiempo que consi-
deremos de referencia, es decir,

D(th’ iLXt)
=" 5.14
qt EMDm ) ( )
donde EM D,, es el error cometido por el método ingenuo en el periodo de
referencia que se calcula como
1 m

EMD,, = ﬁZD(hXi,hXifl), (5.15)

m — ;
=2

donde m es la longitud del periodo de referencia. Normalmente, el periodo de
referencia serd el periodo muestral disponible y el método de referencia serd
el método ingenuo, aunque podria ser empleado otro método al que se quiera
considerar como el método a batir. Dicho esto, el Error Medio Escalado
basado en una Distancia se define como

. 1 & %Zn: D(hXtvﬁXt)
EMED({hx.},{hx.}) = > n="= JIEMD ’

t=1

(5.16)

donde la distancia aplicada tanto en el numerador como en el denominador es
la misma y puede ser la distancia de Mallows o la de Wasserstein. Si el EMED
del periodo analizado es menor que 1, el método que se estd empleando
obtiene mejores predicciones en media que las conseguidas por el método de
referencia para el periodo muestral. Por contra, si el resultado es mayor que
1, el método considerado predice peor.

5.5. Prediccién mediante alisados exponenciales

En las series temporales clasicas, los métodos de alisado se emplean para
eliminar las fluctuaciones de la serie en el corto plazo, resaltando la tenden-
cia a largo plazo y el comportamiento ciclico. Dichos métodos obtienen las
predicciones como un promedio de n valores pasados consecutivos de la serie
temporal.

Dentro de los métodos de alisado, los méas sofisticados son los métodos
de alisado exponencial. Estos métodos surgen en la década de los 50 con los
trabajos de Brown (1959) y de Holt (1957). Desde entonces se han realizado
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avances muy significativos en la materia y se han propuesto miltiples va-
riantes. Gardner (2006) ofrece una excelente revisién sobre la evolucion de
esta familia de métodos.

Los métodos de alisado exponencial, pese a partir de un concepto muy
sencillo, como es el de generar las predicciones como un promedio, y pese a
tener mas de 50 anos de antigiiedad, siguen siendo un método de referencia en
prediccién debido al buen rendimiento que ofrecen en los estudios empiricos
(Gardner, 2006).

En este apartado se adaptaran los métodos de alisado a las STH, pres-
tando una mayor atencién a los alisados exponenciales. Para realizar la adap-
tacion se propondran dos posibles caminos: uno basado en la aritmética de
histogramas y otro basado en el método de los baricentros. En el punto A.2
de los apéndices se realiza un breve repaso a los conceptos béasicos de los
métodos de alisado en las series temporales clésicas.

5.5.1. El alisado de STH empleando la aritmética de histo-
gramas

El alisado se realiza, o bien como un promedio, o bien como una suma
ponderada de dos términos: el valor real y la prediccién en el instante pasado.
Por tanto, se requieren tinicamente unas operaciones aritméticas muy simples
para realizarlos: suma y divisién, o suma y multiplicacion.

Una forma de adaptar los métodos de alisado para trabajar con datos de
histograma es reemplazar la aritmética tradicional que opera sobre valores
clasicos por una aritmética que permita operar histogramas que represente
distribuciones de probabilidad. A continuacién, se van a presentar los prin-
cipios bésicos de la aritmética de histogramas.

5.5.1.1. La aritmética de histogramas

Colombo y Jaarsma (1980) proponen un método para realizar operaciones
aritméticas con variables aleatorias representadas por medio de histogramas.
En su articulo, Colombo y Jaarsma simplemente esbozan el método. Por ello,
para ver una explicacién del mismo con mayor detalle se recomienda acudir
a la tesis doctoral de Williamson (1989).

Segun Colombo y Jaarsma, el histograma que resulta al realizar una
operacion aritmeética entre dos histogramas se obtiene considerando todas
las posibles parejas de intervalos de uno y otro histograma y operando con
ellas segtn la aritmética de intervalos (Moore, 1979). Las operaciones basicas
de la aritmética de intervalos fueron descritas en el apartado 2.7.1.1.

El método de Colombo y Jaarsma se describe como sigue. Dados dos his-
togramas, ha = {([I]a,,7a4)} coni=1,...,n,y hg = {([{]B;,7B,;)} con
j = 1,...,m, que representan a dos variables aleatorias A y B, respectiva-
mente, y siendo [J un operador aritmético del conjunto {+, —, *, /}, enton-



5.5. Predicciéon mediante alisados exponenciales 181

ces C = ALB puede ser representado mediante el histograma desordenado
he ={(Ilck, mcx)} con k=1,...,n-m, donde

lc,(ifnmﬂ' = ml’n{lA,iDlB,jafA,iDlelA,Z'DjB,j,TA,iDTB,j},
Icimtymyj = méx{l, Ol ;, 14,00p ;, 14,015 ;,14;,01p;},
TO(i—1ym+j = TAi'TB,j- (5.17)

El ntmero de intervalos del histograma resultante hc es K = n - m y pue-
de llegar a ser un valor alto. Ademas, los intervalos de dicho histograma,
[I]¢ i, pueden estar desordenados y solaparse unos con otros. Estos hechos
hacen que sea complicado interpretar el histograma resultado h¢, y que, si
hay utilizarlo a continuacién como operando, el niimero de intervalos del his-
tograma resultadante se dispare. Por tanto, para evitar estos problemas es
conveniente representar ho de una forma més manejable. Esto puede reali-
zarse reajustando he en un histograma de [ intervalos disjuntos. Para ello, en
primer lugar se deben ordenar los intervalos que constituyen el histograma
h¢ de forma que se considera que [I]cp, < [I]c,q si

Io,<Icg08 (Io,=1c,elcy<Icg). (5.18)

A partir del histograma donde los intervalos estan ordenados, se debe cons-
truir un histograma disjunto, hp = {([I]px, 7px)} con k =1,...,n-m. Para
simplificar la notaciéon consideraremos que el histograma ordenado no dis-
junto es ho = {([z]x, k) }, mientras que el histograma ordenado y disjunto
es hp = {([wlk,sk)} con k = 1,...,n - m, el pseudocodigo para hallar el
histograma disjunto es el siguiente

for (i:=1; i< nm; i++){

w; = Z;s
Wi = Zigrs
5;:=0;

for (j:=1i; j>0; j--)1
if (z; >w; and Z; <wi)i{
if (w; >7%; and w; > gj)
5 =5, + T 72% — %
else if (w; <%; and JQZ zgj)
W — w;

Zj — %j

3’

§j =8+ 7T

by

Una vez que se tiene el histograma disjunto lo normal es representarlo
como un histograma de menos intervalos y del mismo tipo que los histogra-
mas operando. Por ejemplo, si el histograma disjunto tiene n - m intervalos,
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puede reconstruirse como un histograma de [ intervalos donde I = |/n - m],
siendo |z] la parte entera de z. Si los histogramas operando eran equi-
probables; el histograma solucién, al que por claridad denotaremos como
hs = {([v]i,t;)} con i = 1,...,1, tendra todos los intervalos con la misma
frecuencia t; = 1/(l — 1) y se halla de la siguiente manera

u:=0;
for (1:=1, 7:=1; 1 < nm; i++){
U=U-+ S;;
while (u> 1/(1—1){
Jt;
vj = w; + [(1/(0 = 1) = (v —wy)) /w;] * (Wi — wy);
ti—1:= 1/(1—-1);
u=u—1/(1—-1);

+

Es importante tener en cuenta que para realizar operaciones aritméticas
entre histogramas e intervalos o entre histogramas y ntimeros reales, basta
con considerar que todo intervalo [a,b] es en realidad un histograma h =
{(la,b],1)} y que todo namero real a es un histograma h = {([a, a],1)}. De
hecho, la aritmética de histogramas subsume a la aritmética de intervalo
y ésta a su vez, tal y como se dijo en el apartado 2.7.1.1, subsume a la
aritmética clésica. Esto quiere decir que, si consideramos los histogramas
ha ={([a,a],1)} vy hg = {([b,b],1)} con a,b € R y realizamos operaciones
con ellos de acuerdo a las leyes de la aritmética de histogramas, obtenemos
los mismos resultados que operando con los intervalos [a, a] y[b, b], o con los
niimeros reales a y b.

En su articulo, Colombo y Jaarsma aplican su método sobre histogramas
equiprobables, es decir, sobre histogramas donde la probabilidad asociada a
todos los intervalos es la misma. Sin embargo, el método funciona igualmente
para cualquier tipo de representacién basada en intervalos de las mencionadas
en el apartado 5.3.

El método de Colombo y Jaarsma asume que los operandos son indepen-
dientes, es decir que las funciones de distribucién de los histogramas con-
siderados son independientes. Sin embargo, puede que exista dependencia
entre las funciones de distribucién consideradas y que, por ejemplo, valores
altos de una de ellas se correspondan con valores bajos de otra. De suceder
esto, los resultados de las operaciones aritméticas que se realizarian con estos
histogramas serfan distintos a los obtenidos si son independientes.

Por ello, en los dltimos afios, se han propuesto métodos para recoger la
dependencia entre los operandos. Los métodos desarrollados por Li y Hy-
man (2004) y por Berleant y Zhang (2004) son los mas sofisticados, aunque
también implican una mayor complejidad y requieren de formas de represen-
taciones mas elaboradas que el histograma para caracterizar la distribucion
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de una variable aleatoria. En el &mbito de esta tesis, donde se va a realizar
una primera aproximacién al alisado de STH, se asumird que los operandos
son independientes, esto quiere decir que, si por ejemplo estamos sumando
los valores dos histogramas h4 y hp, los valores de h 4 no ofrecen informacién
de los valores de hp y viceversa. Puede alegarse que la independencia es una
hipétesis fuerte. Sin embargo, estimar la, dependencia entre dos histogramas
para el caso de una media moévil o de una ecuacion de alisado, no es trivial y,
dependiendo de cémo se hayan obtenido los histogramas, puede no ser posi-
ble por falta de informacion. Ademas, el coste computacional de acarrear la
dependencia entre los operadores es muy alto, especialmente, en el caso del
alisado exponencial donde los promedios tienen en cuenta todos los valores
disponibles de la serie.

5.5.1.2. La adaptacion del alisado mediante la aritmética de his-
togramas

Tanto las medias moviles, como las ecuaciones de alisado exponencial
en forma recursiva mostradas en el apartado A.2 del apéndice A pueden
representarse como una combinacién lineal convexa de ntimeros reales. Para
adaptar dichos métodos para trabajar con STH basta con reemplazar los
valores reales por histogramas y la aritmética clasica por la aritmética de
histogramas descrita en el apartado anterior.

Adaptacion de la media mévil. Dada un serie temporal de histogramas
{hx,}, la prediccion para el instante ¢t + 1 producida por una media movil
de orden ¢ es una suma ponderada de los dltimos ¢ valores de la serie

hx =wihx, + wohx, | + ... +wehx, ., (5.19)

de manera que Y7 jw; =1y w; > 0,Vi.
FEn el caso de la media moévil simple de orden n, los pesos asignados a cada

valor serdn w; = %. En el caso de la media moévil con pesos aritméticamente
. ) i1 . L.
decrecientes, los pesos seran w; = & qHZ. y en el caso de la media moévil con
1=1
pesos exponencialmente decrecientes, los pesos seran w; = a(1—a)~! donde
qT21' Todos estos alisados pueden adaptarse sin problemas empleando
la aritmética de histogramas.

o =

Adaptacion del alisado exponencial. La adaptacién mediante la arit-
mética de histogramas del alisado exponencial empleando la férmula en forma
de correccion del error no es equivalente a la de la forma recurrente. Esto ya
sucedia en la adaptacién de los alisados empleando aritmética de intervalos
(ver apartado 4.6.1). Este hecho es natural ya que la aritmética de histogra-
mas estd basada en la aritmética de intervalos y, por tanto, tampoco cumple
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la propiedad distributiva, sino la subdistributiva. Debido a este hecho, la
mejor forma de generar predicciones para una STH empleando el alisado
exponencial es hacerlo mediante la formula recurrente

iLXHl = OéhXt + (1 — Oé)iLXt, (5.20)

con a € [0,1]. Resulta trivial comprobar que, al igual que en las series
temporales clasicas, esta ecuacién es equivalente a la media mévil con pesos
exponencialmente decrecientes si el namero de términos que se consideran en
la serie es lo suficientemente grande. Para comprobarlo, basta con sustituir
en (5.20) el término iLXt por la ecuacion de alisado que lo ha originado y re-
petir el paso sucesivamente. Las propiedades de la aritmética de histogramas
garantizan que la igualdad entre ambas expresiones se cumplira.

Tal y como se indico en el apartado 5.5.1.1, la aritmética de histogramas
subsume a la aritmética clasica. Por tanto, los métodos de alisado basados en
aritmética de histogramas, son una generalizacién de los métodos de alisado
sobre numeros reales para poder tratar con STH. Esto es indudablemente
un buen aval para esta adaptacion.

A continuacion, se va a analizar como se comportan los alisados realizados
empleando la aritmética de histogramas.

5.5.1.3. Anadlisis del efecto del alisado basado en aritmética de
histogramas

El alisado de una serie temporal clasica permite suavizar la serie y elimi-
nar su comportamiento extremo, obteniendo como resultado una serie que
caracteriza mejor el fenémeno. Para entender en qué consiste el alisado de
una STH empleando aritmética de histogramas es importante comprender
como se comportan, utilizando dicha aritmética, el promedio de un conjunto
de histogramas y la ecuacién recursiva del alisado exponencial.

Promedio de histogramas. Dado un conjunto de histogramas hx (i) con
1 = 1,...,q, a los que por simplificar denotaremos como h;, el histograma
promedio de dicho conjunto se calcula como
hg = mj (5.21)
q

donde las operaciones aritméticas requeridas, i.e. suma y cociente, se realizan
conforme al método descrito en (5.17).

El promedio de un conjunto de histogramas presenta las siguientes ca-
racteristicas:

1. El rango de hx es el promedio de los rangos de los ¢ histogramas
considerados.
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2. La posicion de anclaje de hy, i.e. la posicién que toma el extremo
izquierdo de su primer intervalo, es el promedio de las posiciones de
anclaje de los n histogramas considerados

3. Sea el conjunto de histogramas hy = ha = ... = hgy, su promedio no
satisface hg = h; Vi, a menos que h; = {([c,c),1)} con ¢ € R, Vi. Es
decir, que el promedio de un conjunto de histogramas idénticos no es
igual a dichos histogramas, a menos que los histogramas sean ntameros
reales idénticos.

La caracteristica 3 denota un comportamiento que no se corresponde
con lo que cabria esperar de un promedio. Sin embargo, la explicacién a es-
te comportamiento se encuentra en el propésito mismo de la aritmética de
histogramas. Dicho propésito es el de proporcionar una herramienta que per-
mita realizar operaciones aritméticas con variables aleatorias representadas
en forma de histograma. Por ello, al operar con histogramas obtenemos el
mismo comportamiento que al operar con variables aleatorias.

Para entenderlo mejor, consideraremos el siguiente ejemplo en el que se
quiere obtener el promedio de un conjunto de variables aleatorias idénticas,
X1, Xo, ..., Xq0, donde X; = N(2,4),Vi. En ese caso, el promedio no es una
variable aleatoria idéntica a las originales, sino que es X = N(2,0.4). Es
decir, es una variable aleatoria que sigue una distribucién normal con menos
desviacion tipica que las variables originales.

A continuacion, se muestran dos ejemplos para ilustrar el comportamien-
to del promedio de un conjunto de histogramas.

En primer lugar, se considera un conjunto de histogramas idénticos tal
que h; = {([1,2),0.1),(]2,3),0.15), ([3,4),0.25), ([4,5],0.5)}, con i = 1,..,5.
Su promedio representado como un histograma de 4 intervalos de igual lon-
gitud es hprom1 = {([1,2),0.002), ([2,3),0.115), ([3,4),0.615), ([4,5],0.268) }.
La parte izquierda de la figura 5.6 muestra dicho promedio, donde puede
verse claramente que el promedio es menos asimétrico y més centrado que
los histogramas que le han dado lugar. FEsto es debido al hecho que se acaba
de comentar.

A continuacién, se considera el conjunto de histogramas formado por
los histogramas hg = {([19,20),0.1),([20,21),0.2),([21,22],0.7)} v h7 =
{(]0,3),0.35), ([3,6),0.3), ([6,9],0.35)}. El promedio de dicho conjunto de
histogramas representado mediante un histograma con cinco intervalos equies-
paciados es hprome = {([9.5,10.7),0.07), ([10.7,11.9),0.23), ([11.9, 13.1), 0.26),
([13.1,14.3),0.27), ([14.3,15.5],0.17) }. En la parte derecha de la figura 5.6 se
muestra dicho promedio. Su comportamiento se corresponde al comporta-
miento de un promedio basado en aritmética de histogramas.

Ambos ejemplos muestran que tanto la amplitud del histograma prome-
dio, como su posicién son el promedio de las amplitudes y las posiciones,
respectivamente, de los histogramas considerados. Por su parte, la forma del
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Figura 5.6: Promedio de los histogramas h; con i = 1,..,5 (izqda.) y de los
histogramas hg y h7 (dcha.)

histograma promedio puede verse como un promedio de las formas de los his-
togramas considerados, pero donde el resultado es ligeramente més simétrico
de lo que cabria esperar.

La ecuacion recursiva de alisado para STH. A continuacion, se ana-
lizara el efecto de realizar una suma ponderada de dos términos tal y como
se realiza en la ecuacién recursiva del alisado exponencial (5.20).

Para ello, se considerard hx, = he y iLXt = hy. Si en la ecuacién se toma
a = 0.9, se da un mayor peso al valor actual y un menor peso a la prediccién.
En ese caso, el resultado representado como un histograma con cinco inter-
valos de igual longitud es hegp = {([17.1,17.82),0.03), ([17.82, 18.54), 0.10),
([18.54,19.26),0.21), ([19.26,19.98),0.41), ([19.98,20.7],0.25) }. Por el contra-
rio, si @ = 0.1, se da mas peso a la predicciéon que al valor actual y el histogra-
ma resultante viene dado por hegzpe = {([1.9,3.58),0.19), ([3.58, 5.26), 0.21),
([5.26,6.94),0.18), ([6.94, 8.62),0.21), ([8.62,10.3],0.21) }. Los resultados se
muestran en la figura 5.7, donde puede verse que la prediccién resultante
con valores del pardmetro a se comporta segin lo esperado. Si a = 0.5, se
obtiene el mismo resultado que realizando el promedio, es decir, el resultado
mostrado en la parte derecha de la figura 5.6.

El efecto de alisado en una STH. Por ultimo, se va a mostrar el re-
sultado de realizar el suavizado de una STH con la ecuacién recursiva del
alisado exponencial (5.20). En la figura 5.8 se muestra la STH obtenida tras
aplicar el alisado exponencial basado en la aritmética de histogramas con
a = 0.4. De acuerdo con el proposito del alisado exponencial, la serie re-
sultante elimina las fluctuaciones de la serie y resalta su comportamiento a
largo plazo, mostrando también histogramas con menor variabilidad.
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Figura 5.7: Resultado de la ecuacion recursiva de alisado considerando que
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Figura 5.8: STH real (azul) y suavizada (rojo) empleando el alisado expo-
nencial basado en aritmética de histogramas con a = 0.4
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5.5.2. El alisado de STH empleando baricentros

El alisado de una serie temporal se puede realizar, o bien mediante una
media movil, como el promedio ponderado de valores pasados y consecutivos
de la serie, o bien mediante el alisado exponencial en forma recursiva, como
el promedio ponderado del valor real de la serie y su prediccién. En ambos
casos, la operacion que se realiza es un promedio.

Para adaptar los métodos de alisado para trabajar sobre STH, ademas
del uso de la aritmética de histogramas mostrado en el apartado anterior, se
pueden reemplazar los promedios por otra técnica que obtenga el mismo efec-
to. Una posibilidad es emplear baricentros como sustitutos de los promedios.
Para ello se va a definir el concepto de histograma baricéntrico.

5.5.2.1. El histograma baricéntrico

En el apartado 4.8.2, de esta tesis se estudi6 la relacién existente entre
los conceptos de baricentro y promedio. Recapitulando brevemente lo men-
cionado en ese apartado, puede decirse que el baricentro de un sistema de
particulas se obtiene como el promedio ponderado de las coordenadas de los
particulas. De forma equivalente, dicho baricentro también puede obtenerse
como el punto que minimiza la suma de las distancias euclideas ponderadas
entre si mismo y el resto de particulas.

Tomando como punto de partida esta idea, puede desarrollarse el concep-
to de histograma baricéntrico de un conjunto de histogramas. El histograma
baricéntrico sera aquel que minimiza la distancia entre s{ mismo y el resto de
histogramas de un conjunto, utilizando para ello una distancia para histo-
gramas. Dado un conjunto de histogramas hx, con i = 1, ...,n, el histograma
baricéntrico hx, de dicho conjunto de histogramas se hallarfa como

minny,, Y _ D(hx, hxg), (5.22)
=1

donde D(hy,, hx,) es una distancia que se consideré adecuada. Tal y como
muestran Verde y Irpino (2007), la eleccion de la distancia condiciona en gran
medida las propiedades del baricentro. Por ello, mas adelante se abordara
qué distancia resulta adecuada para el caso del alisado.

De acuerdo a su definiciéon, el histograma baricéntrico debe ser un re-
presentante apropiado del conjunto de histogramas que lo ha originado, de
forma que elimine su comportamiento extremo y realce la tendencia central
del conjunto. Esta es una propiedad que le hace adecuado para ser empleado
como herramienta para realizar alisados en STH.
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5.5.2.2. El histograma baricéntrico como herramienta de alisado

Debido a la conexién mostrada en el apartado 4.8.2 entre el concepto
de baricentro y promedio, el histograma baricéntrico se utilizara para reem-
plazar el promedio en las ecuaciones de alisado y realizar de esa forma el
suavizado de una STH. A continuacion, se va a analizar el uso de los bari-
centros para adaptar tanto la media maévil, como la ecuacién recursiva del
alisado exponencial.

Adaptacion de la media mévil. Sea una STH observada {hx,} con
t=1,...,n, la prediccion hy,, , de dicha serie obtenida mediante una media
movil es el resultado de esta expresién

]A1Xt+l = wtht =+ thXt_l 4+ ...+ wthtf(qfl)' (523)

Esta expresion puede representarse como el célculo del baricentro hx,

q
arg minﬁxtﬂhxtﬂ = ZwiD<hXt+1a hx, i 1)) (5.24)
i=1
donde g es el numero de periodos promediados, D(-,-) es una distancia para
distribuciones y w; es el peso asignado a hth(ifl)'

Adaptacion del alisado exponencial. La adaptacion de la férmula del
alisado exponencial expresado en forma recursiva (A.9), también puede rea-
lizarse empleando el concepto baricentro. Esto es debido a que en ese caso
la predicciéon se calcula como una media ponderada del valor pasado y de la
prediccién pasada

hx,., = ahx, + (1 —a)hy,. (5.25)

Dicha media ponderada puede representarse como un baricentro, de for-
ma que la prediccién h X,41 Sea el baricentro solucién al siguiente problema
de minimizacién

arg ming (aD(hx,y hx) + (1= a)D(hx,y b)) (5.26)
donde a € [0, 1].

Sin embargo, no es posible adaptar la féormula del alisado exponencial en
forma de correccion del error (A.10) por medio de los baricentros ya que en
ella desaparece la media ponderada. Los baricentros nos brindan una manera
de realizar promedios (ponderados o no) de histogramas, pero no permiten
realizar otras operaciones aritméticas bésicas como la resta.

En el siguiente apartado se determinard qué distancias son adecuadas
para adaptar el alisado exponencial para trabajar sobre STH.
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5.5.2.3. Analisis de las posibles distancias a utilizar para realizar
alisados

Las ecuaciones de alisado mediante baricentros (5.24) y (5.26) requieren
de una distancia. En el apartado 5.4.2.1 de esta tesis, se analizaron una serie
de medidas de divergencia con el fin de determinar si eran adecuadas o no
para representar el concepto de error en una STH. El resultado fue que sélo
las distancias de Mallows y Wasserstein servian para dicho propésito.

En este caso, el objetivo es determinar qué distancias sirven para esti-
mar el histograma baricéntrico, teniendo en cuenta que dicho histograma
debe ser un buen representante del conjunto de histogramas que combine las
caracteristicas del conjunto.

Verde y Irpino (2007) analizan los baricentros que se obtienen empleando
distintas medidas de divergencia. El objetivo de su anélisis es determinar con
qué medidas se obtienen baricentros que se comporten de forma adecuada
para representar las particiones producidas por un algoritmo de clustering di-
namico sobre datos de histograma. Los autores concluyen que los baricentros
que se obtienen empleando la distancia de Mallows presentan propiedades
adecuadas. En su andlisis, descartan distancias como las de Variacién To-
tal, Hellinger, Kolmogorov y Prokhorov-Lévy. Los histogramas baricéntricos
que se obtienen con las métricas de Kolmogorov y de Prokhorov-Lévy no
son unicos, lo cual no es adecuado para un representante de un cluster de
histogramas. Mientras que en el caso de las distancias de Hellinger y de Va-
riacién Total, los histogramas baricéntricos se comportan como mixturas.
Esto quiere decir que, dado un conjunto de histogramas unimodales, el his-
tograma baricéntrico que se obtiene con estas distancias es multimodal, lo
cual tampoco es un comportamiento adecuado para un representante.

Si el objetivo es emplear el histograma baricéntrico como el histograma
pronosticado por un método de alisado aplicado sobre una STH, tampoco
resulta deseable que dicho baricentro no sea tinico, ni que su comportamien-
to sea el de una mixtura. La no-unicidad del baricentro obligaria a optar
por un determinado baricentro entre un conjunto potencialmente infinito de
ellos. Mientras que el comportamiento en forma de mixtura tenderd a ge-
nerar como baricentro un histograma cuyo rango sea tan amplio como la
unién de los histogramas considerados y que posiblemente sea multimodal
con tantas modas como tenga el conjunto de histogramas original. Ninguna
de estas caracteristicas es buena para una prediccién en forma de histogra-
ma. Por ello, es mejor considerar distancias cuyos baricentros no presenten
estas caracteristicas, como la distancia de Mallows.

Para ilustrar la idea se va a calcular el histograma baricéntrico emplean-
do las distancias de Variacién Total y Mallows para los los histogramas h; =
{(11,2),3), (12.3), 5), ([3,4), -2} v ha = {(3,4),.3), ([4,5), 5), ([5,6), 2)}-
Tal y como indican Verde y Irpino (2007), el histograma baricéntrico basado
en la distancia de Variacién Total tiene como soporte la unién de los sopor-
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Figura 5.9: Histogramas h; y ho (izqda.). Histograma baricéntrico de hy y
ha obtenido utilizando la distancia de Variacion Total (dcha. arriba) y la
distancia de Mallows (dcha. abajo)

tes de los histogramas considerados y el peso asociado a cada intervalo es la
mediana del peso a dicho intervalo en los histogramas considerados. En este
caso es hpy, = {([1,2),.15),([2,3),.25),([3,4),.25), ([4,5), .25), ([5,6),.1)}.
El calculo del histograma baricéntrico utilizando la distancia de Mallows es
més complejo (mas detalles en el apartado B.1 de los apéndices). En este ca-
so el histograma que se obtiene es hp,, = {([2,3),.3), ([3,4), 4), ([4,5), .2)}.
La figura 5.9 muestra los histogramas considerados y los histogramas bari-
céntricos que se obtienen con una y otra distancia. En ella se puede ver que
el histograma baricéntrico con la distancia de Variaciéon Total tiene es una
mixtura de los histogramas considerados. Por su parte, el histograma bari-
céntrico con la distancia de Mallows es, en este caso que los dos histogramas
originales son idénticos, un histograma igual que los histogramas originales.

En su trabajo, Verde y Irpino (2007) no consideran la distancia de Wa-
sserstein que si fue considerada en el apartado 5.4.2.1 de esta tesis para medir
errores. En esta tesis se ha analizado si resulta adecuado su uso o no para
realizar alisados y se ha descartado.

En el apéndice B, se explica cémo calcular los histogramas baricéntricos
que se obtienen con la distancia de Wasserstein y con la distancia de Mallows
y se estudian sus propiedades?. En el punto B.2 del apéndice se muestra c6mo
el baricentro de Mallows puede considerarse como la media de los histogramas

ZNota del autor: Los baricentros de Wasserstein y de Mallows también se emplean en
el punto 5.6 para adaptar el método de k-NN para predecir STH. Por ello, el célculo de
dichos baricentros y al anéalisis de su comportamiento figura en un apéndice.
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considerados, mientras que el baricentro de Wasserstein puede considerarse
como la mediana de los mismos.

En el punto B.3 del apéndice, se analiza la idoneidad de los baricentros de
Wasserstein y de Mallows para ser empleados como sustitutos de los prome-
dios en los métodos de alisado®. La conclusion que se obtiene en dicho punto
es que ambos baricentros permiten adaptar las medias moéviles, pero sélo el
baricentro de Mallows permiten adaptar la férmula del alisado exponencial
(A.9) de forma que sea equivalente con la media moévil de pesos aritméti-
camente decrecientes (A.8), como sucede en el caso de las series temporales
clésicas.

En principio, seria posible realizar alisados exponenciales con el bari-
centro de Wasserstein utilizando la féormula de la media moévil, pero si se
hiciese de esa forma, el resultado de dicho alisado exponencial para valores
de o > 0.5 serfa igual al del método ingenuo, lo cual no parece adecuado
para un método de alisado. Mas detalles en el punto B.3 de los apéndices.

5.5.2.4. Traslacién de un histograma

Ya hemos visto que el promedio que se realiza en una media movil y en
la ecuacién recursiva del alisado exponencial puede ser reemplazado por el
calculo del histograma baricéntrico. Sin embargo, la adaptacion de algunos
métodos de alisado exponencial mas sofisticados requieren, ademas, otras
operaciones. Por ello, se va a definir cémo se realiza el desplazamiento o
traslacién de un histograma a lo largo de la recta real.

Esta operacion se requiere, como se verd mas adelante, en el alisado ex-
ponencial con tendencia (ver el apartado 5.5.3.2) y en el alisado exponencial
estacional donde la estacionalidad se modela como un namero real (ver el
apartado 5.5.3.3). En dichos alisados, hay una componente de la serie que se
modela como un ntimero real y que deberé ser sumada o restada a un histo-
grama. Para realizar estas operaciones de suma y resta entre un histograma
y un ntmero real se ha optado por considerarlas como la traslaciéon del his-
tograma sobre la recta real en la que se le esté representando. De esta forma
la suma entre el histograma hx = {([{];,m)} con i = 1,...,p y el entero d,
hx + d, es un histograma h'y que se calcula de la siguiente forma

by = {([L; + d,I; + d),m;)} coni=1,...p. (5.27)

De manera andloga, la resta entre el histograma hx y el entero d, hx —d, es
un histograma h'y que se calcula de la siguiente forma

N ={(L; —d,I; —d},m;)} con i =1,...,p. (5.28)

3Nota del autor: El punto B.3 de los apéndices es especifico de los alisados exponenciales
y deberia aparecer en este capitulo. Sin embargo, esta tan ligado al contenido del apéndice
B que se ha considerado més adecuado incluirlo en él.
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Estas operaciones de traslaciéon obtienen el mismo resultado que la suma
de un histograma y un niimero real y a la resta entre un histograma y un
nimero real que se dan en la aritmética de histogramas (ver el apartado
5.5.1.1) al representar un namero real a como un histograma h = {([a, a], 1)}

5.5.2.5. Analisis del efecto del alisado empleando baricentros

A continuacién, se va a mostrar qué efecto se consigue al alisar una
STH empleando el baricentro de Mallows como herramienta para realizar el
suavizado. El calculo del baricentro de Mallows se explica en el apartado B.1
de los apéndices.

Los ejemplos que se van a mostrar en este apartado son los mismos que
se mostraron en el apartado 5.5.1.3 donde se utilizaba la aritmética de histo-
gramas. De esta forma, se puede comparar el comportamiento que se obtiene
con una y otra técnica.

Promedio de histogramas. Dado un conjunto de histogramas hx (i) con
i =1,...,q, a los que, por simplificar, denotaremos como h;, el histograma
promedio de dicho conjunto se calcula como

q
1
arg min;, ) gp(h;(, hi). (5.29)
=1

Para conocer cémo se realiza el calculo del baricentro se recomienda acudir
al apartado B.1 de los apéndices.

FEl promedio de un conjunto de histogramas utilizando baricentros pre-
senta dos caracteristicas que también tenia el promedio que se obtenia con
la aritmética de histogramas (ver el apartado 5.5.1.3). Dichas caracteristicas
son:

1. El rango de hx es el promedio de los rangos de los ¢ histogramas
considerados.

2. La posicién de anclaje de hy, i.e. la posicién que toma el extremo
izquierdo de su primer intervalo, es el promedio de las posiciones de
anclaje de los n histogramas considerados

Estas condiciones son las que cabe esperar en un promedio.

Respecto a la forma de la distribuciéon del histograma promedio, existen
notables diferencias entre el resultado que se obtiene utilizando el baricentro
de Mallows y el que se obtiene con la aritmética de histogramas. El ejemplo
mas claro puede verse con un conjunto de histogramas idénticos h; = ho =
... = hg, ya que el promedio utilizando el baricentro de Mallows si satisface
hgx = h;, Vi. Si, por ejemplo, consideramos un conjunto de histogramas
idénticos como h; = {([1,2),0.1),([2,3),0.15),([3,4),0.25), ([4,5],0.5) }, con
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Figura 5.10: Baricentro de los histogramas h; con i = 1,..,5 (izqda.) y de los
histogramas hg y h7 (dcha.)

i =1,..,5, el promedio resultante ser& hprom1 = hi, Vi, tal y como se muestra
en la parte izquierda de la figura 5.10. Esto es asi porque el histograma que
minimiza la distancia entre si mismo y un conjunto de histogramas idénticos
es un histograma idéntico a los del conjunto. El resultado que se obtenia con
la aritmética de histogramas no cumplia esta propiedad (ver figura 5.6).

Por otra parte, el histograma que se obtiene al realizar el promedio de
la pareja de histogramas he = {([19,20),0.1), ([20,21),0.2), ([21,22],0.7)} y
h7 ={(]0,3),0.35), ([3,6),0.3), ([6,9],0.35)} se muestra en la parte derecha
de la figura 5.10. La forma del histograma promedio resultante es un combi-
nacion de la de los histogramas hg y h7. Puede apreciarse, por ejemplo, cierta
asimetria izquierda por la influcencia de h7. Dicha asimetria no quedaba re-
flejada en el promedio que se obtenia utilizando la aritmética de histogramas
(ver figura 5.6).

La ecuacién recursiva de alisado para STH. Para estudiar el compor-
tamiento de la ecuacion del alisado exponencial empleando el baricentro de
Mallows, ecuacion (5.26), se considerard que hx, = hg y que szt = hy. Si
se toma a = 0.9, se da un mayor peso al valor actual y un menor peso a la
prediccién. Por el contrario, si a = 0.1, se da mas peso a la predicciéon que al
valor actual. En la figura 5.11 se muestra el histograma resultante en ambos
casos. En ella se puede ver como el histograma alisado es més similar a hg o
a hy, segun el valor de a. La similitud afecta a la posicién del histograma, a
su amplitud y a su forma. Si a = 0.5, se obtiene el mismo resultado que el
mostrado en la parte derecha de la figura 5.10.
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Figura 5.11: Resultado de la ecuacién recursiva de alisado considerando que
hx, = he vy que hx, = h7 y que a = 0.9 (izqda.) y que a = 0.1 (dcha.)

La diferencia existente con los resultados que obtenia el alisado que utiliza
la aritmética de histogramas y que se mostraban en la figura 5.7, es que, en
aquel caso, la forma del histograma alisado tendia a ser mas centrada, no
reflejando adecuadamente la forma de los histogramas considerados. Esto no
sucede al utilizar el baricentro de Mallows.

El efecto de alisado en una STH. En lafigura 5.12 se muestra una STH
suavizada con la ecuacion recursiva del alisado exponencial (5.26) empleando
el baricentro de Mallows. Puede verse que la STH obtenida tras aplicar el
alisado exponencial con a = 0.4 presenta un comportamiento con menos
variabilidad que la serie original.

Las diferencias con la figura 5.8 que mostraba el mismo alisado sobre la
misma STH pero empleando aritmética de histogramas, simplemente atanen
a la forma de los histogramas (es decir, a la distribucion de sus pesos), no a su
posicién, ni a su rango. En el alisado basado en la aritmética de histogramas
los histogramas suavizados son menos asimétricos y tienen un mayor peso en
su parte central. Mientras que en el alisado empleando baricentros, la forma
del histograma alisado guarda una mayor semejanza con la del histograma
inmediatamente anterior.

5.5.3. Meétodos de alisado exponencial

A continuacién, se van a formular los métodos de alisado para una STH
tal que {hx,} con t = 1,...,n. Se propondra un alisado simple para los casos
en los que no haya ni tendencia, ni estacionalidad. Para manejar la tendencia
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Figura 5.12: STH real (azul) y suavizada (rojo) utilizando el alisado expo-
nencial empleando baricentros con o = 0.4.)

se propondrén dos alisados, uno con tendencia y otro que permite atenuar
la tendencia realizando estimaciones més conservadoras de la misma. Por su
parte, para recoger la estacionalidad se proponen dos alisados, uno que refleja
la estacionalidad en forma de histograma y otro que lo hace considerando
que la estacionalidad sélo afecta a la posicién de los histogramas. En todos
los casos, cada una de las componentes de la serie se agrega de forma aditiva
para obtener la prediccion.

Los métodos que se van a mostrar pueden emplearse tanto con la aritmeé-
tica de histogramas (Secc. 5.5.1) como con el baricentro de Mallows (Secc.
5.5.2). Dichos métodos siguen la notacion descrita en Gardner (2006). En el
apéndice A.2 se muestra que los alisados exponenciales pueden expresarse
tanto en forma de correccién del error, como en forma recursiva. Sin em-
bargo, tal y como se ha mencionado con anterioridad, ni en la adaptacion
basada en aritmética de histogramas, ni en la basada en los baricentros, re-
sulta adecuado utilizar la forma de correcciéon del error. Por ello, todos los
métodos que se van a presentar estaridn expresados en forma recursiva.

5.5.3.1. Alisado exponencial simple

El alisado exponencial simple (AES) se define como

hXH—l = ah’Xt + (1 - Oé)ilxt, (530)
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donde « € [0, 1]. Para inicializar el método se puede optar por tomar hx, =
hx,.Sin embargo, existen procedimiento mas sofisticados como, por ejemplo,
tomar como valor inicial el promedio de los tres o cuatro primeros valores.
Otra opcion es realizar backcasting que consiste en invertir la serie original,
de forma que {h Xt’} con t' = n,...,1, y predecirla hasta obtener el valor
pronosticado para t’ = 1 que se empleara como valor inicial.

5.5.3.2. Alisado exponencial con tendencia

En el contexto de las series temporales clasicas, Holt (1957) propuso un
método de alisado exponencial para predecir series que muestran un compor-
tamiento creciente o decreciente a largo plazo, es decir, series con tendencia.
Este método consta de dos ecuaciones de alisado una para el nivel de la serie
y otra para la tendencia, dichas ecuaciones pueden verse en la tabla que se
muestra en la figura A.1 del apéndice A.

Para adaptar este método al contexto de las STH es preciso definir cémo
se va a representar cada uno de los dos componentes de la serie. Resulta
razonable que el nivel de la serie, es decir, su componente basica, se repre-
sente mediante un histograma. Por otro lado, la tendencia debe modelar los
cambios en la posicién de los histogramas a largo plazo y la posicién tiene
sentido que se represente como mediante un ntimero real. Este ntimero real
podria ser el valor minimo o maximo del histograma. Sin embargo, estos
valores presentan el inconveniente de que son sensibles a la presencia de va-
lores extremos por lo que pueden ofrecer una informacioén errénea sobre la
posicién de la mayor parte de la distribucién. Para evitar este problema se
ha optado por representar la posicién del histograma mediante su centro de
gravedad.

Dado un histograma h = {([I;],m;)} con i = 1,...,p, y asumiendo que
dentro de cada intervalo [I;] las observaciones se distribuyen uniformemente,
el centro de gravedad de h viene dado por

(L + 1))

c(h) = Z; S (5.31)
El centro de gravedad es una medida de tendencia central que representa la
media del histograma, asumiendo una distribucién uniforme dentro de cada
intervalo. Al ser una medida de tendencia central es més robusto a la hora de
indicar la posicion del histograma que valores como el minimo y el méximo.
En el método de alisado exponencial con tendencia para STH que se va a
proponer, el nivel de la serie en t serd representado mediante un histograma
al que se denotard como hg,, mientras que la tendencia de la serie en t se
representarid mediante un valor real T;. El valor de T; modelaré la tendencia
que existe en las posiciones de los histogramas de la serie, siendo el centro
de gravedad del histograma el indicador de su posicion. Cada una de las dos

componentes, nivel y tendencia, se alisaran de forma independiente.
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El alisado exponencial con tendencia (AET) viene dado por

hs, = ahx, + (1 — a) (hStq + thl), (5.32)
Ti = A(clhs,) —clhs,,)) + (1 =) T-1, (5.33)
hx,n hs, + mT;, (5.34)

donde a,vy € [0,1], c(ha) es el centro de gravedad del histograma h, tal
y como se define en (5.31), y m es un factor que multiplica el valor de la
tendencia para obtener la prediccion de la serie para el periodo futuro ¢+ m.

Los valores de inicio del método, i.e. los valores para t = 1, pueden ser
obtenidos mediante backcasting, es decir invirtiendo la serie y prediciéndola
hasta obtener los valores iniciales del nivel y de la tendencia. La inicializacién
del proceso de backcasting puede realizarse utilizando los siguientes valores
Ty = c(hx,_,) —c(hx,) ¥ hs, = hx,

Alisado exponencial con tendencia atenuada. Gardner y McKenzie
(1985) afirman que el método de Holt con tendencia lineal tiende a sobre-
estimar el valor real de la serie debido a la extrapolacién que hace de la
tendencia. Para paliar este hecho proponen el uso de un parametro ¢ que
permita reducir el efecto de la tendencia y obtener asi una predicciéon mas
conservadora.

Para adaptar este modelo al contexto de las STH, se tomara como punto
de partida el alisado exponencial con tendencia presentado en el apartado
anterior, donde hg, es el histograma que representa el nivel de la serie en ¢
y Ty es el ntmero real que representa la tendencia de la serie en t.

El alisado exponencial con tendencia atenuada aditiva (AETA) se define
como

hSt - ahXt + (1 - Oé)(h’stfl + (th—l)v (5'35)

T, = A(clhs,) = clhs,_y) + (1 =7)¢Ti-1, (5.36)

hxprw = hs,+Y ¢'T, (5.37)
=1

donde a,y € [0,1], ¢ > 0, ¢(h) es el centro de gravedad del histograma h,
y m es el horizonte de prediccion. Si ¢ = 0, el método es el alisado exponencial
simple. Si ¢ € (0,1), el valor de la tendencia se atentia. Si ¢ = 1 el método
es igual al alisado exponencial con tendencia, y si ¢ > 1, la tendencia de la
serie pronosticada serd exponencial.

5.5.3.3. Alisado exponencial con estacionalidad

A la hora de modelar la estacionalidad se va a considerar que ésta puede
aparecer como una variacion que, o bien afecta al histograma en su conjunto,
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o bien afecta so6lo a su posicion. Cada una de estas aproximaciones requiere
proponer un método de alisado distinto. El tipo de estacionalidad de la STH
puede ser determinada mediante la inspecciéon visual de la representacion
grafica de la serie.

Estacionalidad que sélo afecta a la posicién del histograma. Sila
estacionalidad sélo afecta a la localizacién del histograma, la componente
estacional, Iy, puede ser representada por una serie temporal clasica que
recoja los cambios en la posicién del histograma debidos al efecto estacional.
Al igual que en el caso de la tendencia, la localizacion de un histograma
vendra dada por su centro de gravedad (5.31). Por su parte, el nivel en ¢ serd
representado como el histograma desestacionalizado hg,, es decir, serd un
histograma al que se le ha eliminado el efecto estacional. Las predicciones se
compondrin mediante la suma del histograma del nivel y de la componente
estacional, que serd un niimero real.

El alisado exponencial con estacionalidad clésica aditiva (AEEc) viene
dado por

hs, = o(hx, — I1—p)+ (1 —a)hs, |, (5.38)
L= 8clhx,) — clhs)) + (1 - O) (539)
hXt+1 = hS,«, + Itprrl, (5.40)

donde a, € [0,1], c(ha) es el centro de gravedad de un histograma h 4
tal y como se define en (5.31), y p es la longitud de la estacionalidad. Al
tratarse de un método con estacionalidad, los p primeros valores de la serie
son necesarios para inicializar el método.

Los valores iniciales para el nivel y para las componentes estacionales
de los p primeros periodos pueden ser obtenidos mediante un proceso de
backcasting cuyos valores iniciales serfan

hX"—i-th71 +...+hx

_ n—(p—1)
RS _pry = » )

I, = clhx,)—clhs,_, )
Ino1 = clhx, ) —clhs, 1)
Li_p-1y = C(th—(p—l)) — C(hSn—(p_1))'

Estacionalidad que afecta al histograma en su conjunto. En el se-
gundo método, la componente estacional seréd representada mediante un his-
tograma, hy,, y el nivel serd representado mediante un valor clasico, S;. Este
enfoque permite predecir adecuadamente las situaciones en las que la esta-
cionalidad no so6lo afecte a la localizacién del histograma, sino también a su
rango o a su forma.
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El alisado exponencial con estacionalidad aditiva en forma de histograma
(AEEh) viene dado por

Si = a(clhx,) —clhs,_,)) + (1 —a)Si1, (5.41)
hr, = 5(hXt - St) + (1 — 5)h]t_p, (5.42)
hx,n = Si+hi_, ., (5.43)

donde o, € [0,1], y p es la longitud del periodo estacional. Por ser un
método con estacionalidad, los p primeros valores de la serie son necesarios
para inicializar el método.

El valor inicial del nivel y de los p primeros valores de la componente es-
tacional pueden determinarse mediante un proceso de backcasting que puede
ser inicializado segin estos valores

C(th) + C(th_1) + ...+ C(th7<p71))

Sn—(p—l) - D y ¥

hr, = hx, — Sn_(p_1)7
hI’nfl = th,1 - S’fl—(p—l)? ey

Moy = Aoy = Sn-(p-1)-

5.6. Prediccion mediante el Método de los k& Veci-
nos Mas Cercanos

En este apartado se adaptara el método de los k vecinos més proximos
para emplearlo en la prediccién de STH. Por comodidad, se hara referencia a
él mediante su abreviatura inglesa k-NN (k-Nearest Neighbours). La sencillez
del método de k-NN y los buenos resultados que obtiene cuando es aplicado a
la prediccién de series temporales le convierten en un método atractivo para
ser adaptado al contexto de las STH. En el punto A.3 del apéndice se puede
encontrar una sencilla introducciéon al k-NN como técnica de prediccion de
series temporales clésicas.

En realidad, la adaptacién del método de k-NN que se va a proponer no
solo permite predecir STH, sino que, de forma més general, permite utilizar
el k-NN como herramienta de aprendizaje estadistico cuando los datos de
entrada y de salida son representados como histogramas. La extension de
esta propuesta para el caso en el que la variable de salida es categérica
resulta directa.

5.6.1. El papel de las distancias en la adaptaciéon el k-INN
para STH

La adaptacion del algoritmo bésico de k-NN, mostrado en el apéndice
A.3, ala prediccion de STH depende en gran medida del uso de una medida
de distancia para datos de histograma. Dicha medida serd usada para
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1. Calcular los vecinos mas proximos entre vectores de histogramas.

2. Obtener las predicciones en forma de histograma como un histograma
baricéntrico que minimice la distancia entre si mismo y los histogramas
considerados.

En el siguiente punto se analizaran qué distancias son apropiadas para
adaptar el k-NN para trabajar con datos de histograma. A continuacion,
se detallard el método del k-NN para la prediccion de STH, para ello se
explicard cémo medir distancias entre secuencias de histogramas y cémo
obtener predicciones.

5.6.2. Analisis de las posibles distancias a utilizar en el k-ININ
sobre datos de histograma

Antes de analizar las distintas distancias, hay que plantearse como se
mide la distancia entre dos histogramas. Seguramente existan distintas res-
puestas a esta cuestién, pero la que parece més adecuada en el marco de
esta tesis es la de considerar que los histogramas son representaciones de
una distribucién subyacente y que, por tanto, resulta adecuado medir la
distancia entre ellos empleando alguna de las distancias ya existentes para
distribuciones.

En el apartado 5.4.2.1, se analizaron una serie de medidas de divergencia
entre distribuciones con el fin de determinar cudles eran las mas adecuadas
para representar el concepto de error en las STH. Tras el andlisis, se considerd
que las distancias de Wasserstein y de Mallows eran adecuadas para dicho
proposito. La medicién del error en cometido al predecir una STH consiste
en estimar lo similar que son los histogramas pronosticados a los histogramas
reales. Esta idea es la misma que se aplica a la hora de buscar la secuencia de
histogramas més similar a la secuencia actual. Por tanto, las mismas razones
que se expusieron en favor de las distancias de Wasserstein y de Mallows
como distancias para medir el error, pueden ser esgrimidas para defender su
aplicacién en la bisqueda de los vecinos méas préximos en la adaptacion del
k-NN a las STH.

Rubner, Puzicha, Tomasi y Buhmann (2001) analizan de forma empi-
rica la efectividad de una serie de distancias para histogramas discretos a
la hora de realizar tareas relacionadas con la visiéon artificial: clasificacion,
segmentacion y recuperacion de imégenes. En dicho articulo, la distancia de
los transportistas de arena o Earth Mover’s Distance (EMD) obtiene muy
buenos resultados y uno de los clasificadores que se utilizan es un k-NN en
el que la variable objetivo es cualitativa. Como ya se coment6 en el apartado
5.4.2.1, la EMD es una distancia para histogramas multivariantes discretos
que guarda relacién con las distancias de Mallows y de Wasserstein para
funciones de distribucién univariantes. Por tanto, se puede considerar que la
solvencia de la EMD en el 4drea de visién artificial es otro argumento a favor
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del uso de las distancias de Wasserstein y de Mallows en la adaptacion del
k-NN a las STH.

En esta tesis, se propone un k-NN donde la variable objetivo es también
de histograma. Para ello, hay que definir como obtener el histograma que
generard como resultado el k-NN. Dicho histograma debe comportarse como
un promedio de los histogramas objetivo de cada uno de los k£ vecinos. En el
k-NN para datos de histograma que propone esta tesis, dicho histograma sera
calculado, en lugar de como un promedio, como el histograma baricéntrico
de los histogramas considerados.

La sustitucion del concepto de promedio de un conjunto de histogramas
por el del baricentro de dicho conjunto fue abordada con anterioridad en
el punto 5.5.2.1 de esta tesis. En el apartado 5.5.2 se analizaba el uso del
histograma baricéntrico para sustituir a las medias méviles y a la media pon-
derada de la ecuacién recursiva de alisado. De igual forma que el histograma
baricéntrico sirvié para aquellos propdésitos, también puede servir para rea-
lizar un promedio ponderado de un conjunto de histogramas que requiere el
k-NN. En ambos casos el objetivo es obtener una combinacién lineal convexa
de un conjunto de histogramas y el resultado de dicha combinacién debe cal-
cularse a partir de los histogramas originales y ser un adecuado representante
de los mismos.

A la hora de analizar qué distancias emplear para calcular el histogra-
ma, baricéntrico en el k-NN es importante considerar las conclusiones de los
trabajos de Irpino y Verde. Irpino y Verde (2006a) e Irpino y Verde (2006b)
realizan clustering de datos de histograma empleando la distancia de Mallows
y acufian el concepto de baricentro de datos de histograma. Posteriormente,
Verde y Irpino (2007) analizan las propiedades de los histogramas baricén-
tricos que se producen con distintas medidas de divergencia. En este andlisis
descartan los histogramas baricéntricos que se obtienen con muchas medidas
y s6lo consideran como adecuados aquellos que se obtienen con la distancia
de Mallows, alegando como razones su unicidad y que no se comportan como
una mixtura del conjunto de histogramas considerado. En el punto B.2 de los
apéndices se muestra que se comporta como una media de las funciones de
distribucién de los histogramas considerados. Estos argumentos también son
validos para justificar el empleo de los histogramas baricéntricos obtenidos
mediante la distancia de Mallows como las predicciones que genera el k-NN
para datos de histograma.

Entre las distancias analizadas por estos autores, no se encuentra la dis-
tancia de Wasserstein. Los histogramas baricéntricos que se obtienen con
esta distancia si son analizados en el punto B.2 de los apéndices, donde se
prueba que su comportamiento no es del tipo mixtura, y que se comportan
como la mediana de las funciones de distribucion del conjunto de histogramas
considerados. El uso de un histograma mediano como prediccién del k-NIN
de STH, puede resultar adecuado en determinados contextos.
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En conclusién, se estima que tanto la distancia de Mallows, como la
de Wasserstein resultan adecuadas para adaptar el k-NN para trabajar con
datos de histograma y, mas concretamente, para la predicciéon de STH. La di-
ferencia de comportamiento de los baricentros que generan ambas distancias,
los de una se comportan como una media y los de otra como una mediana,
permite al analista elegir el uso de una distancia u otra, segin le interese
obtener las predicciones de una forma o de otra.

Los procesos de determinacién de los vecinos mas préximos y de obtencién
de las predicciones son detallados a continuacion.

5.6.3. Determinaciéon de los vecinos mas préximos

La STH {hx,} con t = 1,...,n se transforma en una serie de vectores de
histograma d-dimensionales tales como

hX;i = (hx,, hx, yseees hthdJﬁl) (5.44)

con t =d,..n. A continuacion, se calcula la distancia entre el dltimo vector

de la serie hya y el resto de vectores hya con t =d,...,n — 1 de la siguiente
n t

manera

1

p 1
. (D(hx, ,.0ohx, 1))

Dq(hxg,hxg) = <ZZ_1( ( Xn_d1,+1 Xii)) > ) (5.45)

donde D(hx,,_,.,,hx,_,,,) puede ser la distancia de Mallows o la distancia
de Wasserstein, mostradas en la tabla 5.1. El pardmetro ¢ permite medir la
discrepancia entre los histogramas de forma similar a la raiz cuadrada del
error cuadratico medio (¢ = 2) o al error absoluto medio (¢ = 1).

Una vez que se han calculado las n — d distancias, se determinan los k
vectores mas proximos al vector hya. Dichos vectores se denotaran como
hyxa conp=1,.. k.

Tp

5.6.4. Obtencién de predicciones

En el método de k-NN para la prediccion de series temporales explicado
en el apartado A.3 del apéndice, las predicciones se calculan como la media
(ponderada o no) de los valores siguientes de cada una de las k secuencias
vecinas. Para adaptar el k-NN para manejar histogramas se sustituird el
promedio por la estimacion de un baricentro.

Tal y como se indica en los apartados apartado 5.5.2.1 y 4.8.2 de esta
tesis, el concepto fisico del baricentro de un conjunto de particulas esta re-
lacionado con el concepto de media porque las coordenadas del baricentro
se obtienen como la media ponderada de las coordenadas de las particulas,
donde la ponderacién es proporcional a la masa de cada una de las parti-
culas. Teniendo en cuenta este hecho, resulta adecuado utilizar el concepto



204 CAPITULO 5. Prediccion de Series Temporales de Histogramas

de baricentro para reemplazar el promedio que se emplea en el k-NN para
generar las predicciones.

En el k-NN para STH, la prediccion fLXn 41 se obtendra como el histo-
grama baricéntrico que minimiza la suma de las distancias entre s{ mismo y
cada uno de los histogramas siguientes de sus k vecinos més préximos. La

prediccion hy, ., serd la solucién al siguiente problema de minimizacién

k
_min Z W;DD(BXTLH’ hXTp+1 ) (5.46)

hX'n,+1 p:1

donde D(hyx, 110 hxg ) es la distancia de Mallows o de Wasserstein, hx,, .,
es el siguiente histograma de la secuencia h Xd ¥ Wp €8 el peso asignado al
P

vecino p tal que satisface w, > 0y Z];:l wp = 1.

Si todos los vecinos tienen el mismo peso asignado, entonces wy, = 1/k, Vp.
Sin embargo, pueden aplicarse una distribucién de pesos mas sofisticada. Por
ejemplo, el peso asignado al valor p puede ser inversamente proporcional a
la distancia entre la secuencia actual y la secuencia vecina p tal que

Zle (&
con ¥, = (D(hxg,hx%p) + &)~ siendo p = 1,....k, y donde D(hX,dL?thp)

viene dado por la ecuacién (5.45). El objetivo de la constante ¢ = 1073 es
evitar que el peso tome el valor infinito en el caso en el que la distancia entre
las secuencias consideradas sea cero.

wp (5.47)

El apéndice B muestra cémo estimar de manera directa el histograma
baricéntrico basado en las distancias de Mallows y de Wasserstein. Pese a
que el baricentro es el resultado de un proceso de minimizacién, el método
que se muestra en el apéndice no requiere el uso de técnicas de optimizacion.
Esto es debido a que la representaciéon del histograma en base a intervalos
facilita enormemente el calculo y reduce drasticamente el esfuerzo compu-
tacional que se requiere. En dicho apéndice también se muestra por qué el
baricentro de Mallows de un conjunto de histogramas puede considerarse
como el histograma medio, mientras que el baricentro de Wasserstein puede
considerarse como el histograma mediano.

5.7. Elaboracién y prediccién de una STH

En este apartado se describira el proceso a seguir para construir una STH
y obtener predicciones de ella. Este proceso consta de los siguientes pasos.

1. Seleccion de los datos iniciales. Para poder construir una STH es
necesario un conjunto de datos temporales de alguno de estos dos tipos:
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1. Se dispone de los valores de una variable medida a lo largo del tiempo
en los individuos de un conjunto. Si los individuos del conjunto son los
mismos a lo largo de toda la serie, en realidad se dispone de un con-
junto de series temporales, pero esto no es un requisito indispensable
para construir la STH. En este caso, para cada instante temporal se
construird un histograma con los datos del conjunto de individuos.

2. Se dispone de una serie temporal de una frecuencia mayor a la que in-
teresa analizar. Por ejemplo, se dispone una serie temporal con valores
tomados cada minuto y el interés reside en analizar dichos datos con
una frecuencia diaria. En este caso se construirad la STH con la fre-
cuencia mayor y para construir cada histograma se utilizaran todos los
datos que se han dado entre dos instantes consecutivos de la frecuencia
mayor. En el ejemplo dado, se construird un histograma para cada dia
con los datos tomados cada minuto.

La primera de las circunstancias muestra un caso prototipico de agre-
gacién contemporanea que puede resultar util en areas como, por ejemplo,
la estadistica oficial o los datos de panel, donde se recogen los valores de
una o varias variables a lo largo del tiempo en un conjunto de individuos.
La segunda circunstancia muestra un caso de agregacion temporal que puede
surgir, por ejemplo, cuando la serie es generada por un sensor que monitoriza
el valor de una variable de forma continua o practicamente continua.

2. Construccion de la STH. Una vez determinado el conjunto de datos
inicial, se han de construir los histogramas que daran lugar a la STH. Para
ello, se debe elegir el tipo de histograma que més interesa para representar la
STH de acuerdo con el objetivo del andlisis que se quiera realizar. Los tipos
de histograma fueron comentados en el apartado 5.3 y son:

1. Histogramas equiespaciados: son los histogramas més populares. Se
debe usar un ntiimero de intervalos que permitan describir los datos de
una forma precisa sin enmascarar las caracteristicas de la distribucién.

2. Histogramas equifrecuenciales: permiten construir histogramas del tipo
bozplot o definidos a partir de los deciles de la distribucion.

3. Histogramas construidos sobre una particién del dominio de la variable
considerada. Permiten estudiar el comportamiento de la variable en
unos determinados intervalos que el analista considere interesantes.

4. Histogramas definidos a partir de una secuencia de cuantiles. Permiten
estudiar el comportamiento de la distribucién en los cuantiles que se
desee, pudiéndose hacer énfasis en aquellas partes de la distribucién
que sean de mayor interés.
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Es posible que se generen STH donde el nimero de intervalos de cada
histograma a lo largo de la STH no sea constante. Esto sucede, por ejemplo,
cuando se determina el ancho 6ptimo del intervalo de cada histograma de
acuerdo con una regla como la de Wand (1997), de la que ya se hablé en
la seccion 5.3. Si el analista decide utilizar la regla de Wand obtendra una
representacién muy precisa de la densidad subyacente, pero, a cambio, deberé
tratar con una STH donde el nimero de histogramas no es constante.

3. Analisis de la STH. Una vez construida la STH, ésta debe ser repre-
sentada graficamente y analizada para determinar céomo se ha comportado
a lo largo del tiempo, si tiene tendencia, estacionalidad, valores extremos,
patrones que se repitan en el tiempo, etc. Tras este andlisis se determinard
qué método o métodos resultan adecuados para predecir la STH.

4. Prediccion de la STH. Consiste en generar predicciones de la STH
con los métodos que fueron considerados apropiados en el paso anterior. En
primer lugar, se aconseja dividir la serie en tres periodos:

1. inicializacion: constara de tantos periodos como requiera el método de
prediccién que se va a utilizar.

2. entrenamiento: se empleard para ajustar los parametros de los métodos
de prediccion que se estén empleado. Los parametros de los métodos
de prediccién proporcionados se pueden determinar mediante una bis-
queda en rejilla en el espacio s-dimensional, donde s es el ntimero de
parametros, que tenga como objetivo encontrar la combinacién de pa-
rametros que produzca el menor error en el conjunto de entrenamiento.

3. prueba: permite comprobar el rendimiento de los métodos estimados
en el entrenamiento y determinar cudl es el que mejor predice la STH.

Es importante comentar un aspecto practico sobre la generaciéon de pre-
dicciones de una STH. Los histogramas de la STH original seran de un tipo
determinado (equiespaciados, equifrecuenciales, etc...). Sin embargo, el his-
tograma pronosticado por los métodos de prediccién no tiene por qué ser
del mismo tipo (y normalmente no lo estard). Por ejemplo, si se aplica el
método de k-NN, la prediccién se generard como un baricentro y este ba-
ricentro normalmente no serd un histograma del mismo tipo que los que le
han dado lugar. Lo mismo sucede en el caso de los alisados, ya sea con el
método de los baricentros o con la aritmética de histogramas. Por eso, parece
razonable que las predicciones que generen estos métodos sean reconstruidas
en un histograma del mismo tipo que la serie original. Para hacerlo basta con
transformar el histograma pronosticado para convertirlo en un histograma
del tipo deseado, considerando que dentro de cada intervalo de un histograma
las observaciones se distribuyen segtin una uniforme.
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FEn el caso de los alisados basados en la aritmética de histogramas este
problema es méas patente porque el histograma resultante de una operacién
aritmética, como ya se mencioné en el apartado 5.5.1.1 tendra un gran niime-
ro de intervalos que, ademés, pueden estar solapados entre si. El problema se
agrava si se utiliza el histograma resultado de una operacién, como operan-
do en otra. Por ello, los histogramas resultantes de las ecuaciones de alisado
deben ser expresados como histogramas del tipo que se esté empleando en
la serie temporal. En el apartado 5.5.1.1 se explica cémo transformar un
histograma no disjunto en otro disjunto equiprobable de un ntimero menor
de intervalos. Resulta trivial adaptar dicho procedimiento para generar his-
togramas equiespaciados o de alguno de los otros tipos considerados en la
tesis.

Por otro lado, si el ntmero de intervalos de los histogramas de la STH
varia a lo largo de la serie (como sucedera si se utiliza la regla de Wand
(1997)), también se debe determinar con cuantos intervalos se construye cada
uno de los histogramas pronosticados. Como a priori es imposible conocer
el nimero de intervalos o el ancho éptimo de los intervalos del histograma
futuro, lo mas razonable es construir todas las predicciones con el mismo
nimero de intervalos. Para elegir este ntimero se puede emplear la moda
del ntimero de intervalos de los histogramas de la serie o cualquier otro
estadisticos de tendencia central.

5.8. Ejemplos ilustrativos de la predicciéon de STH

El objetivo de esta seccion es aplicar las técnicas de prediccion de STH
sobre conjuntos de datos reales. Esto permitir4 ilustrar los conceptos que
han sido enunciados a lo largo de todo el capitulo.

Los conjuntos de datos elegidos provienen de distintos &mbitos como son
la meteorologia, el medio ambiente y las finanzas. Esto demuestra que las
STH tienen una gran aplicabilidad y que no se circunscriben a un ambito
concreto. Ademés, son posibles otros ambitos de aplicacion no recogidos en
esta tesis. Uno de los méas interesantes que no aparece en esta tesis debido a la
imposibilidad de conseguir datos es el de la estadistica oficial. En dicha area
se puede estudiar la evolucién de temporal de variables medidas sobre los
individuos de un pafs (o de una region) utilizando como estadistico resumen
el histograma, el cual ofrece méas informacién sobre los individuos que otros
estadisticos empleados habitualmente como la media. Otros posibles campos
de aplicacién incluyen el anélisis de datos de panel, el control de calidad y
el sector energético.

En algunos de los ejemplos que se van a mostrar, las STH han sido ge-
neradas mediante agregacién contemporanea, mientras que en otros se ha
empleado la agregaciéon temporal, segin fuese necesario en cada caso en
cada caso. Las caracteristicas de las STH resultantes son notablemente dis-
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tintas, por ejemplo, se va a trabajar con series con estacionalidad clara, con
estacionalidad cambiante y con series que, aunque originalmente no son es-
tacionarias, al transformarse se convierten en estacionarias.

En los ejemplos también se utilizaran los distintos tipos de histogramas
presentados en el apartado 5.3: equiespaciados, equifrecuenciales, definidos
sobre una particion de la variable del dominio y definidos como una secuencia
de cuantiles. Cuando se utilicen histogramas equiespaciados se empleara la
regla propuesta por Wand (1997) para estimar de forma precisa la densidad
subyacente. Los histogramas equifrecuenciales que se emplearan seran boz-
plots, i.e. histogramas equifrecuenciales de cuatro intervalos, por la claridad
de su representacién grafica y por su facil interpretacion. Los histogramas
definidos sobre una particion de la variable del dominio y los definidos sobre
una secuencia de cuantiles estan més ligados al problema que se esta abor-
dando, por lo que se dardn mas detalles sobre ellos en el ejemplo en el que
se apliquen.

5.8.1. Descripcién de la metodologia seguida en la predicciéon
de cada STH

En cada una de las STH se han aplicado las tres técnicas de predicciéon que
se han presentado en este capitulo: los alisados exponenciales basados en la
aritmética de histogramas, los alisados exponenciales basados en el método
de los baricentros y el k-NN basado en el método de los baricentros con
los distintos esquemas de ponderacién: igual peso para todos los elementos
(en las tablas de resultados aparecera como cte. de constante) o un peso
inversamente proporcional a la distancia (al que se hara referencia en las
tablas como inv. de inverso).

Cada una de las STH se ha divido en tres partes: inicializaciéon, entrena-
miento y prueba. La longitud de los tres periodos varia segtin la serie, pero
es aproximadamente un tercio de la longitud total.

El periodo de inicializacién se ha incluido porque la técnica de k-NN nece-
sita que la serie tenga un periodo historico suficientemente grande como para
poder realizar la bisqueda de los vecinos més cercanos y encontrar vecinos
suficientemente similares a la secuencia actual. Los alisados con estaciona-
lidad también necesitan de p valores de inicializacion, siendo p la longitud
del ciclo estacional. Para evitar que el periodo de la serie para los cuales
se mide el error de entrenamiento sea distinto en cada uno de los métodos,
se ha optado por fijar un periodo de inicializacién para cada serie que seréd
igual para todos los métodos. La longitud de dicho periodo serd la que se
considere adecuada para el método de k-NN (ya que es el que necesita de un
periodo de inicializacion mas largo). Esto se hace para evitar confusiones a
la hora de leer el error medio cometido en el conjunto de entrenamiento de la
serie por los distintos métodos. En el periodo de inicializacién no se mediré
el error.
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El resto de la serie se divide en el periodo de entrenamiento y el de
prueba. Los parametros éptimos de cada uno de los métodos se estimaran
mediante una busqueda en rejilla sobre un espacio s-dimensional, donde s es
el ntumero de parametros que requiere cada uno de los métodos. La busqueda
en rejilla tendrd como objetivo minimizar el error cometido por el método
durante el periodo de entrenamiento.

Para cada una de las series consideradas se mostraré el error de entre-
namiento y de prueba cometido por cada una de las técnicas consideradas.
Las medidas de error que se mostraran seran el error medio basado en la
distancia de Mallows o (EM Dyy) y el error medio escalado basado también
en la distancia de Mallows (EM EDyy), en este altimo se escalara utilizan-
do como método de referencia el método ingenuo con o sin estacionalidad,
segtn la serie tenga o no componente estacional. El orden de estas medidas
serd ¢ = 1, por lo que en ellas el error, medido como una distacia, entre la
prediccién y el valor observado serd agregado sin elevarse al cuadrado, es
decir, como en el error absoluto medio. Estas medidas fueron presentadas
en el apartado 5.4.2.3. Se ha optado por mostrar los errores basados en las
distancias de Mallows por su semejanza con el error cuadratico medio que se
emplea habitualmente para mostrar el error en las series temporales clésicas.
La busqueda de parametros 6ptimos se realizard también minimizando el
EMD); en el periodo de entrenamiento.

Es importante resenar que se han realizado también las pruebas emplean-
do el error medio basado en la distancia de Wasserstein y que pese al cambio
de la distancia no se producen diferencias significativas en las conclusiones
del analisis. Por ello, y para no resultar prolijos, se ha optado por sélo mos-
trar los resultados de los errores basado en la distancia de Mallows.

5.8.2. Predicciéon de datos meteorolégicos con agregacioén con-
temporanea

El conjunto de datos considerado ha sido obtenido de la base de da-
tos Long-Term Instrumental Climatic Database of the People’s Republic of
China®*. El archivo contiene 14 variables climatolégicas registradas con una
frecuencia mensual por 60 estaciones meteoroldgicas. Cada estacién es repre-
sentativa de un regién climética de China y el conjunto de las 60 estaciones
forma una red con una distribucién espacial aproximadamente uniforme.

Estas caracteristicas hacen de este conjunto de datos un conjunto apro-
piado para emplear agregacién espacial, ya que el histograma permite resumir
los valores obtenidos por las 60 estaciones. La STH resultante describiré la
evolucion temporal de la distribucién mensual de la variable considerada a
lo largo y ancho de China. El hecho de representar las variables climatolo-

“Disponible en http://dss.ucar.edu/datasets/ds578.5/data/ para usuarios regis-
trados (el registro es gratuito)
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Figura 5.13: Extracto de la STH de la distribuciéon de precipitaciones men-
suales en China

gicas mediante distribuciones agregadas permite obtener un punto de vista
diferente sobre algunos fenémenos interesantes como el aumento de las tem-
peraturas producido en los tltimos anos.

Se ha considerado el periodo entre 1951 y 1988, ambos afios incluidos.
Por tanto, se cuenta con 60 series mensuales de 456 valores. Como periodo
de inicializacion se usaran los primeros 144 periodos de la serie, siendo los
156 siguientes el periodo de entrenamiento y los tltimos 156 el de prueba.

5.8.2.1. Precipitaciones en la Republica Popular China

En este caso se abordaré la distribucién de la precipitacién mensual en
China medida en mm. Los histogramas que se empleardn para resumir la
informacién seran histogramas equiespaciados, donde el ancho del intervalo
de cada histograma ha sido determinado por la regla de Wand (ver seccion
5.3). De esta forma, se obtendran histogramas equiespacidados que resulten
6ptimos a la hora de representar de forma precisa la distribucién subyacente,
pero el nimero de intervalos de cada histograma variara a lo largo de la STH.

La figura 5.13 muestra un extracto de la serie resultante. En ella puede
apreciarse que la STH de las precipitaciones tiene una componente estacional
muy clara que afecta al histograma en su conjunto, ya que tanto su forma
como su rango sufren una variacién periédica a lo largo del afio. La estacio-
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Tabla 5.3: Errores de prediccién cometidos por los diferentes métodos en la
STH de las precipitaciones en China

Entrenamiento Prueba

Método EMD,; EMED, | EMDy, EMEDy,
Ingenuo 41.75 1.25 39.2 1.17
Ingenuo estacional 33.5 1 31.77 0.95
k-NN M. cte. (k=14 d = 18) 24.51 0.73 23.3 0.7
k-NN W. cte. (k=14 d = 23) 25.04 0.75 23 0.69
k-NN M. inv. (k=d =) 24.61 0.73 23.28 0.69
k-NN W.inv. (k=14 d = 23) 25.39 0.76 23.14 0.69
AES Arit. (o =.94) 41.4 1.24 38.95 1.16
AES Baric. (a=1) 41.36 1.23 38.61 1.15
AEEc Arit. (o= .81 6 =.17) 35.76 1.07 33.06 0.99
AEFEc Baric. (¢ =.81§=.19) | 36.19 1.08 33.45 1
AEEh Arit. (e« =.02 6 =.01) 29.54 0.88 28.46 0.85
AEEh Baric. (¢ =.026 =.05) | 24.56 0.73 23.27 0.69

nalidad es debida al efecto del Monzon que tiene lugar entre los meses de
mayo y octubre y que ocasiona grandes lluvias en China. Una distribucién de
las precipitaciones en China puede ayudar al gobierno a planificar asuntos
relacionados con las reservas hidricas como, por ejemplo, el suministro de
agua para consumo y para regadio, la produccién de energia, etc.

Al usar la regla de Wand, el nimero de intervalos de los histogramas
varia a lo largo de la serie. Por ello, a la hora de generar los histogramas
pronosticados hay que determinar con cuéntos intervalos se representaré la
prediccién. En este caso, se ha decidido que sea 10 porque la mediana del
numero de intervalos en la STH es 10 y porque su media es 10.65.

La serie que se estd analizando es de frecuencia mensual y su ciclo esta-
cional es anual. Por ello, como método de referencia se empleara el método
ingenuo con estacionalidad, ileH = hx,,,_,, siendo p = 12 la longitud del
ciclo estacional. Los alisados que se emplearian para predecir la serie seran los
alisados estacionales. El alisado con estacionalidad en forma de histograma
(AEEh) es el que, a juzgar por la figura 5.13; parece mas apropiado. Sin
embargo, también se empleara el alisado en el que la estacionalidad se re-
presenta como un valor clasico (AEEc) y los alisados sin estacionalidad para
observar la mejora que se produce al tener en cuenta esta componente. Como
va se ha dicho anteriormente, se emplearan los alisado basados en aritmética
de histogramas y los basados en los baricentros.

Respecto al método de k-NN, se empleara tanto el que emplea la distancia
de Wasserstein como el que emplea la distancia de Mallows y usando los
dos esquemas de ponderacion: el mismo peso para todos (cte.) y el peso
inversamente proporcional a la distancia (inv.).
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La tabla 5.3 muestra los errores de prediccion cometidos tanto en el
periodo de entrenamiento como en el periodo de prueba por los métodos
considerados. Al tratarse de una serie con estacionalidad, se ha empleado
como método de referencia para calcular el EM E D) el método ingenuo con
estacionalidad. Los métodos que no tienen en cuenta la estacionalidad, co-
mo el método ingenuo o como los alisados exponenciales simples (AES), no
obtienen buenos resultados. Tampoco predicen bien los alisados que consi-
deran que la estacionalidad so6lo afecta a la posicion del histograma (AEEc),
ya que, como muestra la figura 5.13, la estacionalidad afecta a todo el histo-
grama. Sin embargo, los alisados que modelan la estacionalidad en forma de
histograma (AEEh) obtienen una mejora notable respecto al método ingenuo
estacional. Si se observa el EM E D) para el caso del AEEh que emplea los
baricentros, se puede concluir que su rendimiento mejora en media el rendi-
miento del método ingenuo en el conjunto de entrenamiento en torno a un
30 %, lo cual es una gran mejoria. El rendimiento obtenido por los métodos
de k-NN es también muy bueno y comparable al del AEEh basado en bari-
centros. No existen diferencias significativas segin se emplee la distancia de
Mallows o de Wasserstein, ni segiin se emplee un esquema de ponderacién u
otro.

5.8.2.2. Temperatura Media en la Republica Popular China

En este otro ejemplo se analizaré la distribucién de la temperatura media
mensual en China medida en grados centigrados. En este caso también se ha
optado por representar la distribucién mediante histogramas equiespaciados
donde el ancho del intervalo se ha estimado mediante la regla de Wand
(1997). Por ello, como en el ejemplo anterior, el ntimero de intervalos a lo
largo de la STH no es constante. Esto hace que haya que fijar a priori el
ntimero de intervalos con el que se generaran las predicciones. En este caso,
se ha decidido que dicho valor sea 5 porque la mediana y la moda del niimero
de intervalos en la STH es 5 y porque su media es 5.6.

La figura 5.14 muestra un extracto de la STH que representa la distri-
bucién de las temperaturas medias mensuales en China. En esta serie la
componente estacional es evidente: los meses de invierno muestran una gran
variacion térmica a lo largo de China, mientras que en los meses de verano
hay menor variacién. También se puede apreciar como en los meses de verano
la distribucién de las temperaturas es asimétrica a la derecha, mientras que
en los meses de invierno existe una mayor simetria. Por tanto, la estaciona-
lidad no sélo afecta a la posicién del histograma, sino a todo él.

El analisis de la STH de la temperatura media en China puede ser ttil
para analizar fenémenos de actualidad como el calentamiento global. A modo
de curiosidad cabe comentar que, al margen del trabajo que se realiza en
este punto, se han analizado los centros de gravedad de los histogramas
por meses y se ha observado que en los meses de invierno si se aprecia cierta
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Figura 5.14: Extracto de la STH de la distribucién de las temperaturas me-
dias mensuales en China

tendencia ascendente a lo largo de los afios. Esto indicarfa que aparentemente
los inviernos son algo més calurosos, especialmente a partir de los anos 80.

Aligual que en el caso anterior, se empleard como método de referencia el
método ingenuo con estacionalidad, fLXt+1 =hx,,,_,, con p = 12. También
se empleard el k-NN de Wasserstein y de Mallows con los dos esquemas de
ponderaciéon propuestos. Respecto a los alisados exponenciales, se probaran
tanto los que no tienen estacionalidad como los que si, aunque el anélisis vi-
sual de la serie indica que funcionarédn mejor los que recogen la estacionalidad
y, de esos, mejor los que la modelan mediante un histograma (AEEh).

En la tabla 5.4 se muestran los resultados de los distintos métodos de
prediccién aplicados. La tabla recoge el error medio basado en la distancia
de Mallows. E1 EM E Dy se ha escalado empleando como error de referencia
el cometido por el método ingenuo con estacionalidad en el conjunto de
entrenamiento. Como era de esperar, los métodos que no tienen en cuenta
la componente estacional, como los alisados exponenciales simples (AES) o
el método ingenuo, obtienen los peores resultados. Los alisados que manejan
la estacionalidad como un ntmero real (AEEc) obtienen peores resultados
que el método ingenuo con estacionalidad, tal y como muestra el EMED);.
El alisado exponencial basado en aritmética de histogramas y que maneja
la estacionalidad en forma de histograma (AEEh Arit.) s6lo obtiene unos
resultados ligeramente mejores que el método ingenuo con estacionalidad.
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Tabla 5.4: Errores de prediccién cometidos por los diferentes métodos en la

STH de las temperaturas medias en China

Entrenamiento Prueba

Método EMD]W EMED]V[ EMDM EMEDA[
Ingenuo 4.79 3.44 4.7 3.37
Ingenuo estacional 1.39 1 1.44 1.04
k-NN M. cte. (k=12 d =5) 1.09 0.79 1.11 0.8
k-NN W. cte. (k=8 d=19) 1.11 0.8 1.11 0.8
k-NN M. inv. (k=13 d =4) 1.09 0.79 1.09 0.79
k-NN W.inv. (k=13 d = 3) 1.12 0.81 1.09 0.79
AES Arit. (a=1) 4.81 3.45 4.7 3.37
AES Baric. (a=1) 4.81 3.45 4.7 3.37
AEEc Arit. (o = .89 6 = .41) 2 1.43 1.93 1.39
AEEc Baric. (o= .91 6 = .3) 2.08 1.49 2.06 1.48
AEEh Arit. (a=.01 6 =.93) 1.37 0.98 1.39 1
AEEh Baric. (a=.01§ = .03) 1.09 0.79 1.14 0.81
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Figura 5.15: STH real (azul) y pronosticada (rojo) en una parte del periodo

de prueba
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Sin embargo, el AEEh basado en baricentros funciona notablemente mejor y
reduce el error cometido por el método de referencia en torno al 20 %, lo cual
es una mejora considerable. Los métodos de k-NN obtienen unos resultados
muy similares al AEEh basado en baricentros por lo que también resultan
métodos adecuados para predecir esta serie. Cabe resenar que no se aprecian
grandes diferencias en los métodos de k-NN segiin la distancia o el tipo de
ponderacién que se emplee, todos ellos funcionan con similar solvencia.

La figura 5.15 muestra la STH real y la pronosticada empleando el alisado
exponencial con estacionalidad en forma de histograma que emplea el método
de los baricentros. En ella se puede ver como la prediccién se ajusta muy bien
a la serie real. Las series pronosticadas por los métodos de k-NN también
obtienen un muy buen ajuste, pero no seran reproducidas por cuestiones de
espacio.

5.8.3. Predicciéon de datos medioambientales empleando agre-
gacién contemporanea

Las estaciones medioambientales monitorizan los niveles de contaminan-
tes atmosféricos a lo largo del tiempo. Dichas estaciones suelen estar situadas
en puntos estratégicos, de tal manera que forman una red espacial que des-
cribe de forma precisa el comportamiento de la region o ciudad en la que
se encuentran. Como consecuencia de la monitorizacién continua, estas es-
taciones producen una gran cantidad de datos que deben ser resumidos o
agregados para poder ser manejados. Los datos medioambientales son, por
tanto, un area propicia para aplicar la metodologia simbélica.

FEn este caso se han considerado los datos registrados por una red de 27
estaciones medioambientales situadas en la ciudad de Madrid. Los datos de
los que se dispone son las medias mensuales de una serie de contaminan-
tes atmosféricos registrados entre 1994 y 2006. Estos datos son piblicos y
pueden ser descargados de la web de la Concejalia de Medioambiente del
Ayuntamiento de Madrid®.

Cada una de las estaciones es representativa de un zona de Madrid, por
ello parece adecuado agregar las 27 medias mensuales mediante un histogra-
ma que represente la distribucién de los contaminantes en Madrid capital.
En otras palabras, cada histograma representaré la distribucién de la me-
dia mensual de un determinado contaminante en la ciudad de Madrid. La
STH de histogramas resultantes permite analizar la evolucion de la distribu-
cién de cada contaminante a lo largo del tiempo para observar patrones de
comportamiento, tendencias, estacionalidad, etc.

Para representar esta distribuciéon se han usado histogramas definidos
sobre una particion en el espacio de la variable de interés que, en este caso, es
el nivel de un contaminante. Los niveles de contaminante suelen representarse

*http://www.mambiente .munimadrid.es
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mediante indices de calidad del aire (ICAs). Los indices de calidad del aire se
disenian para informar de forma sencilla a la poblacién de las condiciones del
aire que se dan en el dia y, en el caso de que alcancen niveles peligrosos para
la salud, para lanzar las correspondientes alertas. Para ello, se toman como
referencia los valores limite que marca la legislacion vigente y que dependen
de la frecuencia con la que se registren los datos (tipicamente se manejan
valores horarios, octohorarios y diarios).

En nuestro caso, los datos que se manejan son las medias mensuales.
Obviamente, al tratarse de una serie de frecuencia mensual su prediccion
no sirve para lanzar alertas, ni informar en el corto plazo. Sin embargo, sf
permite estudiar la evolucién a méas largo plazo y de forma conjunta de los
contaminantes en la ciudad. Para elaborar los indices de frecuencia mensual
se ha contado con la ayuda de Manuel Vellén, un profesional con una amplia
experiencia en proyectos de investigacion medioambiental y cofundador del
portal web sobre contaminaciéon atmosférica TROPOSFERAS.

Para elaborar un ICA a partir de los promedios mensuales se tomaran
como referencia los valores limite anuales existentes en la legislacién para la
proteccién de salud humana. Los datos brutos del contaminante se transfor-
man para representarse como un porcentaje calculado con respecto al valor
limite

IC Apes = concentracionpes - (100/(V L + MdT)), (5.48)

donde VL + MdT es el acronimo que recibe el Valor Limite y Margen de
Tolerancia de un determinado contaminante marcado por la ley. El valor del
ICA mensual se clasifica conforme a un rango que indica el nivel de calidad

BUENA si ICApes € [0,50]

ADMISIBLE si ICApes € (50,100], (5.49)
MALA si ICApes € (100,150],

MUYMALA si ICApes > 150.

Este rango seréd el que se utilice como particién del espacio de la variable.
Es decir, no se utilizard una particién sobre los niveles del contaminante en
bruto, sino sobre su porcentaje con respecto al valor limite.

Como ya se ha mencionado, se dispone las medias mensuales de varios
contaminantes recogidas en 27 estaciones medioambientales de Madrid entre
1994 y 2006. Para cada contaminante, se representaran los 27 datos como
un histograma, construido sobre la particién del ICA mostrada en la formula
(5.49), dando lugar a una STH de 156 periodos mensuales. En cada STH,
los primeros 48 periodos se emplearan para la inicializacion, los siguientes 56
como conjunto de entrenamiento y los tltimos 52 como conjunto de prueba.

Shttp://www.troposfera.org
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5.8.3.1. Los niveles de diéxido de nitrogeno en el aire en la ciudad
de Madrid

Una de las variables que se analiza en las estaciones medioambientales
es el nivel de diéxido de nitrégeno, NOs, medido en pg/m?. E1 NOs es un
contaminante toxico por inhalacién. Una exposicién prolongada a altas con-
centraciones de NOg, 40—100ug/m?, puede causar problemas de salud, como
la disminucién de la funcidon pulmonar o el aumento de la probabilidad de
padecer problemas respiratorios, especialmente en los nifios. La exposicién a
niveles altos de NOs puede incrementar las reacciones alérgicas respiratorias.
Puesto que la presencia del NOy estd muy relacionada con la formacion o
presencia de otros contaminantes del aire, no se sabe con certeza si la ex-
posicion a largo plazo a concentraciones relativamente bajas de NOsy puede
afectar, por sf sola, a la mortalidad o al agravamiento de enfermedades.

Las fuentes principales de NOy son los motores de combustién interna
(como los del trafico rodado) y, en general, la quema de combustibles fosiles.
Su presencia en el aire contribuye a la formacién y modificacién de otros
contaminantes del aire tales como el ozono y las particulas en suspension,
as{ como a la aparicién de la lluvia 4cida. La ausencia de lluvia y viento en
épocas calurosas favorece que la concentracion de NOs aumente.

En los datos de los que se dispone se refleja el nivel medio mensual de NOq
medido en 11g/m?3. Sin embargo, en lugar de considerar los valores brutos del
nivel de NOs, se consideraran los valores en porcentaje dividiendo el valor
bruto entre el valor limite anual establecido por ley en 20067, que corresponde
a 48119/m3. Este valor refleja el Indice de Calidad del Aire mensual del NO

ICANo, = concentracion No, mensual - (100/48). (5.50)

Con los valores del IC' Ao, mensuales de cada una de las estaciones se cons-
truird un histograma definido sobre una particiéon del IC Anp, similar a la
mostrada en la ecuacion (5.49). La diferencia es que la particion en (5.49) no
tiene una cota superior y los histogramas con los que se trabaja en esta tesis
deben estar perfectamente acotados (ver la definicion del histograma en el
apartado 5.2). Por ello, para recoger los valores altos que se producen excep-
cionalmente en el ICAno, de algunas estaciones se amplia dicha particion
para recoger los intervalos (150, 200], (200, 250] y (250, 300].

La STH resultante consta de 156 histogramas mensuales correspondientes
a los 13 anos comprendidos entre 1994 y 2006. Cada histograma representa
la distribucion de la media mensual del nivel de NOy en Madrid. La figura
5.16 muestra una parte de la serie resultante. En ella, ademas de comprobar
que la calidad del aire en Madrid no es buena, es complicado determinar si
existe algin patrén de estacionalidad.

"Los valores limite establecidos por ley son distintos para cada afio y siguen una ten-
dencia decreciente. Para 2002 el valor era 56.g/m® y para 2010 el valor limite est4 fijado
en 40pg/m® disminuyendo a raiz de 2ug/m?® al afio.
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Figura 5.16: Extracto de la STH de la distribuciéon del IC' Ao, en la ciudad
de Madrid
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Figura 5.17: Representacion de las series temporales anuales de los centros
de gravedad de la STH del ICAnp, en Madrid en cada uno de los anos
considerados
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Tabla 5.5: Errores de prediccién cometidos por los diferentes métodos en la
STH del nivel de ICAno, en Madrid

Entrenamiento Prueba
Método EMDy EMEDy | EMDy EMED),
Ingenuo 17.86 1 16.22 0.91
Ingenuo estacional 23.39 1.31 17.11 0.96
k-NN M. cte. (k=6 d=19) 17.75 0.99 16.59 0.93
k-NN W. cte. (k=5 d=19) 17.14 0.96 14.39 0.81
k-NN M. inv. (k=6 d =19) 17.77 0.99 16.49 0.92
k-NN W. inv. (k=5d =19) 17.14 0.96 14.39 0.81
AES Arit. (o =.75) 16.78 0.94 15.6 0.87
AES Baric. (a = .85) 18.03 1.01 16 0.9
AEEc Arit. (o =.71 6 = .37) 16.78 0.94 13.44 0.75
AEEc Baric. (a« =.76 § =.16) | 21.02 1.18 19.28 1.08
AEEh Arit. (o = .69 6 = .17) 16.8 0.94 15.13 0.85
AEEh Baric.(a = .64 6 = .06) 17.26 0.97 15.81 0.89

Para determinar si existe estacionalidad, en la figura 5.17 se muestran
los centros de gravedad de los doce histogramas mensuales para cada uno de
los anos considerados. En esta imagen puede verse cierto patréon estacional
entre los meses de julio y septiembre. El bajén que se produce en agosto
puede ser debido a la disminucién del trafico rodado en Madrid durante este
mes. Sin embargo, la estacionalidad no es lo suficientemente clara. La razén
es que los niveles de NOs no sblo dependen del mes del afio en el que nos
encontremos, sino de otros factores cuya repercusién no es despreciable.

Al no quedar lo suficientemente claro si existe o no componente esta-
cional, se han probado los alisados con y sin estacionalidad. Como métodos
de referencia se usaran los métodos ingenuos con estacionalidad (hXt+1 =
hx, ,,) y sin ella (hXH-l = hx,). En la tabla 5.5 se muestran los resultados
obtenidos por los métodos considerados. Como el método ingenuo sencillo
funciona mejor que el ingenuo estacional, se ha utilizado para escalar el
error y obtener el EM EDj;. Del andlisis del error cometido por los métodos
ingenuos se pueden concluir que la serie se predice mejor con el valor inme-
diatamente anterior que con el valor obtenido el mes pasado. Sin embargo,
el error cometido por el método ingenuo estacional en el entrenamiento se
ve reducido enormemente en el periodo de prueba, lo que indica que la com-
ponente estacional es més clara en dicho periodo. Otra conclusién es que la
serie es més estable en el periodo de prueba porque los métodos ingenuos
funcionan mejor en ella.

Los resultados mostrados en la tabla indican que el k-NN basado en
la distancia de Mallows funciona de forma similar que el método ingenuo
simple. Por su parte, el k-NN basado en la distancia de Wasserstein si me-
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jora los resultados del ingenuo. El hecho de que funcione mejor el k-NN con
la distancia de Mallows que con la distancia de Wasserstein indica que las
predicciones son més precisas si se generan como una mediana de valores pa-
sados, en lugar de como una media de los mismos. La mediana no es sensible
al comportamiento mas extremo, mientras que la media sf 1o es. Los métodos
de alisado exponencial con estacionalidad también han obtenido, casi todos,
mejores resultados que el método ingenuo. De entre ellos, el método que
mejor ha funcionado es el alisado exponencial que modela la estacionalidad
como un valor real y que estd basado en aritmética de histogramas.

5.8.3.2. Los niveles de particulas en suspensiéon en el aire en la
ciudad de Madrid

En este caso, la variable estudiada serd el nivel de particulas en sus-
pensién de diametro inferior a 10 micras, PMjg, medido en pg/m?. Las
particulas en suspensién son aquellas particulas tanto sélidas como liquidas
que se encuentran suspendidas en el aire entre las que se encuentran parti-
culas de polvo, humo de tabaco, cenizas volantes, hollin, polen y esporas. Su
composicién y su tamano son muy variables, lo que influye en la manera en
que afectan a la salud humana. La exposicién prolongada a niveles altos de
particulas en suspension puede afectar a los pulmones y reducir la esperanza
de vida en unos cuantos meses, especialmente en el caso de personas con
enfermedades cardiacas y pulmonares.

Las particulas pueden ser emitidas al aire de forma directa cuando pro-
vienen de fuentes como los procesos de combustion o el polvo arrastrado por
el viento; o bien formarse en la atmoésfera por la transformacion de gases
emitidos como el SOs. En Europa, los sulfatos y la materia organica son los
principales componentes del conjunto de particulas en suspensién que con-
taminan el aire. El polvo mineral, los nitratos y el hollin también pueden
llegar a ser componentes mayoritarios en determinadas condiciones.

Los datos de los que se disponen son las medias mensuales de particulas
en suspension en 27 puntos de Madrid. Al igual que en el caso del NOs, en
lugar de considerar los niveles medidos en pg/m?, se trabajara con el valor
en porcentaje que se obtiene al dividir el valor bruto entre el valor limite
anual establecido por ley, que corresponde a 40pug/m?>. El Indice de Calidad
del Aire mensual de particulas en suspension (I/CApyy,,) resultante es

ICAppr,, = concentracionpar,, mensual - (100/40). (5.51)

A partir del IC'Apyy,, mensual de cada una de las estaciones se construird un
histograma definido sobre una particién del IC'Apyy,, similar a la mostrada
en la ecuacion (5.49), pero cuyo ultimo intervalo debe ser finito. Para ello y
para recoger en la particion los valores anormalmente altos que se registran en
algunas estaciones, se anaden a la particion mostrada en (5.49) los intervalos
(150,200] y (200, 250].
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Figura 5.18: Extracto de la STH de la distribucién del IC' Apyy,, en la ciudad
de Madrid

La STH resultante consta de 156 histogramas mensuales (correspondien-
tes al periodo 1994-2006) donde cada histograma representa la distribucion
de la media mensual del ICApyr,, en Madrid. Tal y como puede verse en la
figura 5.18, la STH no muestra un patrén estacional lo suficientemente claro.

Por su parte, la representaciéon de los centros de gravedad de los histo-
gramas a lo largo del ano que muestra la figura 5.19 tampoco revela una
componente estacional clara. Si parece que en abril los niveles de particulas
en suspension descienden habitualmente, para repuntar en el mes de junio.
Sin embargo, en los meses de invierno la variabilidad es mucho mayor y no
se aprecian indicios de estacionalidad.

Al no quedar claro si la serie posee estacionalidad o no, se emplearan
métodos que tengan en cuenta la estacionalidad y métodos que no la consi-
deren. En la tabla 5.6 se muestran los resultados obtenidos. De los métodos
ingenuos, el sencillo funciona mejor que el estacional. Por tanto, serd el error
cometido por el método ingenuo sencillo en el periodo de entrenamiento el
que se emplee para calcular los errores escalados (EM EDyy).

La conclusién principal que puede obtenerse al analizar los resultados es
que resulta complicado batir al método ingenuo. So6lo el alisado exponencial
simple basado en la aritmética de histogramas mejora notablemente los re-
sultados obtenidos por el método ingenuo. El resto de métodos o funcionan
aproximadamente igual que el método ingenuo o empeoran sus resultados.
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Figura 5.19: Representacion de las series temporales anuales que representan
los centros de gravedad de la STH del IC Apyy,, en Madrid en cada uno de
los anos considerados

Tabla 5.6: Errores de prediccién cometidos por los diferentes métodos en la
STH del nivel de particulas en suspensién en Madrid

Entrenamiento Prueba

Método EMDM EMED]W EMDM EMED[W
Ingenuo 18.6 1 17.92 0.96
Ingenuo estacional 22.56 1.21 20.26 1.09
k-NN M. cte. (k=6d=1) 20.5 1.1 19.89 1.07
k-NN W. cte. (k=5d=1) 16.51 0.89 19.55 1.05
k-NN M. inv. (k=6 d = 2) 20.49 1.1 18.57 1
k-NN W.inv. (k=5d=7) 17.8 0.95 174 0.94
AES Arit. (o =.08) 17.64 0.95 16.2 0.87
AES Baric. (a=1) 19.04 1.02 18.69 1.01
AEEc Arit. (o = .51 6 = .05) 17.06 92 19.27 1.04
AEEc Baric. (o =.99 § = .62) 19.94 1.07 22.94 1.23
AEEh Arit. (a=.03 6 =.01) 16.94 91 17.69 0.95
AEEh Baric. (a¢=.034§=.01) | 17.47 0.94 17.99 0.97
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5.8.4. Prediccién de datos financieros intradiarios con agre-
gaciéon temporal

En los mercados financieros, las transacciones de compra-venta de accio-
nes o de divisas marcan los precios de las mismas conforme a las leyes de la
oferta y la demanda. Las series temporales resultantes muestran una serie de
caracteristicas que hace que sea complicado predecirlas empleando métodos
estdandar. Segun Engle y Russell (2009), estas caracteristicas son: espaciado
temporal irregular, patrones de comportamiento diarios, precios discretos y
dependencia compleja entre los valores de la serie. Engle y Russell (2009)
proponen una serie de métodos para modelar datos intra-diarios.

Sin embargo, en lugar de trabajar con estas series financieras de alta
frecuencia, lo habitual suele ser considerar dnicamente los valores de cierre
de cada sesiéon diaria o de cada semana. En esos casos, se estd ignorando
una gran cantidad de informacién que podria aprovecharse empleando STH.
En una STH, los histogramas permiten realizar la agregaciéon temporal de
los valores de la serie intradiaria, presentando un resumen que informa de la
distribucién de los valores de la serie en cada uno de los periodos considerados
(normalmente serdn dias, pero también podrian ser semanas o meses).

Puede argumentarse que el resumen que proporciona la STH ignora in-
formacién contenida en la serie de alta frecuencia original, lo cual es cierto,
yva que al agregar los valores intradiarios se pierde informacién sobre la se-
cuenciacién de los mismos. Sin embargo, se evitan también los problemas de
las series intradiarias mencionados por Engle y Russell (2009).

En realidad, incluso asumiendo que se cuenta con métodos de prediccion
robustos, el pronéstico de toda la serie de valores intradiarios completa para
el dia siguiente sigue siendo una tarea titdnica o, mas bien, utépica. Por el
contrario, el trabajar con una serie de valores agregados y generar predic-
ciones para el dia siguiente es notablemente mas sencillo. El valor de cierre
puede considerarse una magnitud agregada con la que resulta sencillo tra-
bajar, pero no ofrece informacién sobre el comportamiento intradiario de la
serie. Fsta informacion si es ofrecida por los histogramas, que describen la
volatilidad de la accién en cada una de las sesiones.

En lugar de agregar las series temporales con los precios, se van a agregar
las series temporales de los rendimientos. A continuacién, se explica qué son
los rendimientos y por qué son mas adecuados que los precios.

Las series temporales de los rendimientos. Fn las series temporales de
precios financieros los valores consecutivos suelen estar muy correlacionados
v su varianza aumenta con el tiempo. Esto complica su estudio y hace que sea
mas conveniente analizar y predecir los cambios en los precios que trabajar
con los propios precios (Aas y Dimakos, 2004). Para ello, la serie original se
transforma en la serie de los rendimientos aritméticos o geométricos.
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Los rendimientos aritméticos se obtienen como

g = LY (5.52)
Yt—1

donde y; es el valor actual de la serie original y donde y;_1 es el valor inme-
diatamente anterior. Los rendimientos aritméticos cumplen lo siguiente:

g = +1.00 = +100 % cuando el valor de y; es el doble que el de ;1
g: > 0 cuando se han obtenido beneficios respecto a yy—1
g+ < 0 cuando se han obtenido pérdidas respecto a y;—1

gt = —1.00 = —100 % cuando el valor y; es cero, es decir, el activo que
se esta analizando ha perdido su valor por completo (se trata de un
caso limite que no sucede en la practica).

Por su parte, los rendimientos geométricos se definen como

g = log<%> — log(yr) — log(ys_1)- (5.53)

Los rendimientos geométricos cumplen las siguientes propiedades.

g+ > 0 cuando se han obtenido beneficios respecto a y;—1

g: < 0 cuando se han obtenido pérdidas respecto a y;—1

Al emplearse logaritmos, los rendimientos geométricos son més dificiles de
interpretar, pero presentan otras propiedades que los hacen interesantes:

Son simétricos, es decir, los rendimientos positivos y negativos de igual
magnitud indican un cambio de igual proporcién en la serie original.
Esta propiedad no se cumple con los rendimientos aritméticos. Por
ejemplo, supongamos que tenemos un euro invertido y que por él se
obtiene un rendimiento geométrico del 0.50 y en el siguiente periodo
otro del —0.50, tras ambos resultados el dinero invertido seguird siendo
un euro. Sin embargo, si los rendimientos son aritméticos el resultado
final serd 0.75 euros. La asimetria de los rendimientos aritméticos se
hace mas evidente cuando la magnitud de los rendimientos es grande.

La suma de los rendimientos geométricos durante una serie de perio-
dos sucesivos es igual al rendimiento geométrico obtenido considerando
tinicamente los periodos inicial y final considerados. Siguiendo con el
ejemplo anterior, tras un rendimiento geométrico de 0.50 y otro de
—0.50 obtenemos un rendimiento geométrico de 0. Sin embargo, no es
posible expresar el rendimiento aritmético durante un periodo como
funcién de los rendimientos aritméticos obtenidos durante los subpe-
riodos que componen dicho periodo.
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Figura 5.20: Rendimientos aritméticos (izqda.) y geométricos (dcha.) obte-
nidos a partir de la serie {X;}.

A continuacién se muestra un ejemplo para ilustrar el uso de los rendi-
mientos empleando la agregacion temporal. Sea la siguiente serie temporal
que primero decrece de 50 en 50 y luego crece con el mismo ritmo hasta aca-
bar en el mismo valor con que se inici6 {X;} = {400, 350, 300, 250, 200, 150,
100, 50, 100, 150, 200, 250, 300, 350, 400}. Consideremos los rendimientos arit-
méticos y geométricos de esta serie y agreguémoslos por medio de un grafico
de cajas. El resultado que se muestra en la figura 5.20 indica que el boxplot
de los rendimientos geométricos es perfectamente simétrico. Por su parte, el
borplot de los rendimientos aritméticos es asimétrico a la derecha, ya que
tiene un valor extremo en el rango superior. Si se observa con mayor deteni-
miento se puede ver como la parte superior de la caja es ligeramente mayor
que la parte inferior, cuando en el caso del boxplot de los rendimientos geo-
meétricos ambas partes son idénticas. Tal y como se ha indicado, para valores
del rendimiento pequenos los rendimientos aritméticos son simétricos, pe-
ro para valores grandes no lo son. En los rendimientos financieros diarios o
intradiarios las variaciones son normalmente pequenas, pese a ello, parece
adecuado evitar el sesgo que introduce el signo de la variaciéon empleando
los rendimientos geométricos. Por esta razén, para manejar datos agrega-
dos, tanto temporalmente como de forma contemporanea, se van a emplear
rendimientos geométricos.

A continuacién, se mostraran dos ejemplos en los que se trabajard con
las series temporales de rendimientos geométricos intradiarios agregados me-
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Figura 5.21: Series temporal de los precios intradiarios del cambio de divisa
$ — ¥ entre el 1-2-2006 y el 30-6-2006

diante histogramas. Las series temporales originales representan los precios
intradiarios del cambio de divisas Délar-Yen y Euro-Délar. Para ambas series
temporales se estudiara el periodo comprendido entre el 1 de Febrero de 2006
hasta el 30 de Junio de 2006. En dicho periodo hubo 107 dias de negocia-
cion. Para cada dia de negociaciéon se cuentan con 288 valores intradiarios.
De los 107 periodos de la serie, los 41 primeros periodos se utilizaran para
inicializacién, entre el 42 y el 85, ambos inclusive, para el entrenamiento y
los periodos entre el 86 y el 107 se han empleado para la prueba.

5.8.4.1. La distribucién del cambio Délar-Yen intradiario en 2006

En primer lugar se analizard visualmente la serie de precios del cambio
de divisas Dolar-Yen. La figura 5.21 muestra la serie de valores intradiarios
durante dicho periodo. Se puede apreciar que desde febrero hasta mediados
de abril la serie sufre una serie de oscilaciones en torno al 115 y al 120. Sin
embargo, desde mediados de abril hasta mediados de mayo la serie sufre una
calda de la que se recupera parcialmente durante el mes de junio.

Para eliminar los saltos que se producen en la serie y trabajar con una
serie mas sencilla de predecir, se ha optado por transformar la serie original
en la serie de los rendimientos geométricos mediante la transformacién mos-
trada en la ecuacion (5.53). De esta forma, se elimina la tendencia de la serie.
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Figura 5.22: Serie temporal de bozplots de los rendimientos geométricos dia-
rios del cambio de divisas $ — ¥ entre el 1-2-2006 y el 30-6-2006

Es facil entender que si la serie de precios presenta tendencia y cambios de
nivel bruscos, como es el caso, el método de k-NN no obtendra buenos resul-
tados ya que no tendra precedentes en el pasado de la serie para encontrar
vecinos similares. Sin embargo, al utilizar la serie transformada tomando los
rendimientos geométricos, la tendencia es eliminada y se obtiene una serie
de media cero.

La serie de los rendimientos geométricos serd agregada por medio de
boxplots que resumiran los rendimientos de cada uno de los dfas. La STH re-
sultante se muestra en la figura 5.22. Como ya se ha mencionado, los bozplots
son histogramas equifrecuenciales de cuatro intervalos, donde cada intervalo
tiene una frecuencia relativa asociada de 0.25. Tal y como muestra la figu-
ra 5.22, los bozplots dividen el conjunto de rendimientos en cuatro regiones,
ofreciendo una representacion visual muy intuitiva que describe la volatilidad
de cada uno de los dfas de negociacién.

En la STH resultante no hay atisbos de estacionalidad, ni de tendencia.
Por ello, los métodos que se empleardn seran sin estacionalidad. Los resulta-
dos de los métodos empleados se muestran en la tabla 5.7. El error cometido
por el método ingenuo en el entrenamiento se ha empleado como método de
referencia. En el conjunto de entrenamiento, todos los métodos de prediccién
mejoran ampliamente al método ingenuo. En el conjunto de prueba las dife-
rencias se estrechan, aunque todos los métodos mejoran en mas de un 10 %
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Tabla 5.7: Errores de prediccién cometidos por los diferentes métodos en la
STH de los rendimientos geométricos del cambio $ — ¥

Entrenamiento Prueba
Método EMD]\/[ EMED]W EZ\/fDA,[ E]\fEDM
Ingenuo 3.68-10~% 1 3.65-10~% 0.99
k-NN M. cte. (k=8 d =12) 2481071 0.67 3.15-10°% 0.86
k-NN W. cte. (k=6 d =3) 2.57.104 0.7 3.24.1074 0.88
k-NN M. inv. (k=8 d =12) 2.48-10~1 0.67 3.15-107% 0.86
k-NN W. inv. (k=6 d=12) | 2.59-10~* 0.7 3.21-107* 0.87
AES Arit. (a = .06) 2.87-10~% 0.78 3.63-10~4 0.99
AES Baric. (a = .04) 2.47-107% 0.67 3.07-10—4 0.83

al método ingenuo. La tinica excepcién es el alisado exponencial basado en
la aritmética de histogramas que obtiene unos resultados muy similares al
método ingenuo. Curiosamente, de entre el resto de métodos el que mejor
predice es el alisado exponencial basado en el método de los baricentros.

5.8.4.2. La distribucion del cambio Euro-Ddélar intradiario en 2006

En este ejemplo se aborda la prediccion de la serie de precios del cam-
bio de divisas Furo-Délar. En la figura 5.23 se muestra la serie de valores
intradiarios durante dicho periodo. Durante los meses de marzo a mediados
de mayo, el Euro muestra gran fortaleza respecto al Dolar y el cambio Euro-
Délar inicia una tendencia ascendente que se estabiliza a mediados de mayo.
Por otra parte, a principios de junio el cambio de estas divisas sufre una
acusada caida que es corregida en parte a finales de mes.

Con el fin de hacer que la serie sea estacionaria en media, la serie de los
precios serd transformada en la serie de los rendimientos geométricos. Sobre
la serie de los rendimientos geométricos se realizard la agregacion temporal
para dar lugar a la STH. En este caso, los histogramas que se empleardn son
los bozplots. En la figura 5.24 se muestra la STH resultante, donde puede
puede apreciarse que la serie es estacionaria en media. Los bozplots permiten
identificar muy claramente los dias con mayor volatilidad.

En la tabla 5.8 se muestran los errores de predicciéon cometidos por los
distintos métodos empleados. Para obtener el error escalado EMEDj; se
utiliza como error de referencia el cometido en el entrenamiento por el método
ingenuo. Todos los métodos empleados obtienen mejores resultados que el
método ingenuo en el periodo de entrenamiento y en el de test. De ellos, el
que peor funciona es el alisado exponencial simple basado en aritmética de
histogramas y los que mejor los k-NNs basados en la distancia de Mallows.
Tal y como muestra la figura 5.24, la variabilidad de la serie aumenta en el
periodo de prueba. Esto hace que el método ingenuo empeore notablemente
su rendimiento en dicho periodo. Pese a ello, los k-NNs mejoran en similar
proporcién los resultados del método ingenuo en dicho periodo.
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Figura 5.23: Series temporal de los precios intradiarios del cambio de divisa
€ — § desde el 1-2-2006 y el 30-6-2006
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Figura 5.24: Serie temporal de bozplots de los rendimientos geométricos dia-
rios del cambio de divisas € — $ entre el 1-2-2006 y el 30-6-2006
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Tabla 5.8: Errores de prediccién cometidos por los diferentes métodos en la
STH de los rendimientos geométricos del cambio € — §$

Entrenamiento Prueba
Método EMDy EMED) EMD EMED)y,
Ingenuo 3.33:10~% 1 3.79-10~% 1.14
k-NN M. cte. (k =10d =17) | 2.52.10~% 0.76 2.88-10~% 0.87
k-NN W. cte. (k=6d=1) 2.43-10~* 0.73 3.09-10~* 0.93
k-NN M. inv. (k=10d =17) | 2.52.107% 0.76 2.88.-104 0.87
k-NN W.inv. (k=7 d =1) 2.42:1074 0.73 3.18-1074 0.96
AES Arit. (a = .12) 2.67-107% 0.8 3.53-10~* 1.06
AES Baric. (o = .06) 2.44.1074 0.73 2.98.1074 0.9

5.8.5. Prediccion de datos financieros resumidos mediante
agregacioén contemporanea

Los datos financieros ofrecen una gran cantidad de oportunidades de
aplicar metodologfas de predicciéon simbdlicas. La agregacion temporal de
datos intradiarios empleando histogramas es una posibilidad que ha sido
explorada en el apartado anterior. Otra opcién interesante consiste en realizar
la agregacion contemporanea de los valores de las cotizaciones de las acciones
que constituyen un determinado indice bursétil a lo largo del tiempo. De esta
forma se obtiene una representacion original del comportamiento del indice
en cuestién que sirve para conocer céomo ha evolucionado la distribucién de
las acciones en el tiempo.

Esta enfoque es planteado en el trabajo realizado por Gonzalez-Rivera
et al. (2008) donde se muestra un STH que representa la distribucion de los
rendimientos semanales de las 500 acciones que integran el indice bursatil del
Standard & Poor’s. En dicho trabajo, el interés se centra en clasificar las 500
acciones del indice en un ranking de acuerdo a sus rendimientos semanales y
en analizar los saltos que dan las acciones entre los rankings de dos semanas
consecutivas. Tomando como punto de partida dicho trabajo, a continuacién
se plantea la prediccion de la STH resultante de agregar los rendimientos
geométricos semanales de las acciones del IBEX-35.

5.8.5.1. Prediccion de la distribucion de los rendimientos de las
acciones del IBEX-35

El periodo que se analizard es el comprendido entre el 1 de septiembre
y el 31 de diciembre de 2006. Las acciones que integraban el IBEX durante
aquel periodo son mostradas en la tabla 5.9. Como los precios de estas accio-
nes tienen magnitudes muy dispares, no es conveniente agregarlos en bruto,
sino que es mejor transformar las series y agregar las series transformadas.
Para ello, se han convertido las series de precios diarios en las series de los
rendimientos geométricos diarios.
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Tabla 5.9: Acciones que constituian el IBEX-35 entre septiembre y diciembre
de 2006 con su respectiva capitalizacién bursatil en miles de millones de euros

Accién Capitalizacion Accion Capitalizacion
BSCH 83.370 FCC 8.983
Telefénica 74.949 Acciona 8.884
BBVA 63.985 Cintra 5.992
Endesa 37.406 Telecinco 5.103
Iberdrola 32.546 Acerinox 4.783
Repsol 32.536 Bankinter 4.609
Inditex 23.313 Enagas 4.519
Banco Popular 16.591 Gamesa 4.333
Gas Natural 14.083 Mapfre 4.157
ACS 13.956 REE 4.143
Metrovacesa 12.316 Fadesa 3.983
Abertis 12.150 A3 TV 3.744
Union Fenosa 12.141 Sogecable 3.439
Sacyr Vallehermoso 11.755 Prisa 2.816
Banesto 11.186 Indra 2.534
Ferrovial 10.387 Iberia 2.275
Altadis 9.930 NH Hoteles 1.987

Banco Sabadell 9.269 - -

El conjunto de las 35 series de los rendimientos geométricos son agregadas
para dar lugar a una STH. En dicha STH, los histogramas se construiran a
partir de una particién del espacio de frecuencias. Los cuantiles que han sido
elegidos para formar la particion son los siguientes {0, 10,40, 60,90, 100}. De
esta forma, se separan los valores que se encuentran en los extremos, y el
20 % central de la distribucion. La imagen 5.25 muestra la STH resultante.

En la tabla se muestran los resultados obtenidos por los métodos de pre-
diccién analizados 5.10. El método ingenuo se ha empleado como método de
referencia. El resto de métodos utilizados superan al ingenuo ampliamente
tanto en el periodo de entrenamiento, como en el de prueba. Los resultados
del método ingenuo indican que la serie se vuelve mas dificil de predecir en
el conjunto de prueba. De hecho, aunque no quede reflejado en la figura 5.25,
en el mes de diciembre la variabilidad de la serie es mayor. El método que
mejor funciona es el k-NN basado en la distancia de Wasserstein con pesos
inversamente proporcionales a la distancia, aunque el esquema de pondera-
cién que asigna el mismo peso a todos los vecinos obtiene practicamente el
mismo resultado. Resulta interesante comprobar que el k-NN basado en la
distancia de Mallows, aunque supera al ingenuo, obtiene peores resultados
que el k-NN basado en Wasserstein. Una posible explicacién es que el k-NN
basado en Mallows al obtener las predicciones como una media de los histo-
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Figura 5.25: Serie temporal de histogramas que representan los rendimientos
geométricos diarios obtenidos por las acciones constituyentes del IBEX-35
entre el 1-9-2006 y el 30-11-2006

Tabla 5.10: Errores de prediccién cometidos por los diferentes métodos en la
STH de los rendimientos geométricos de las acciones del IBEX-35

Entrenamiento Prueba

Método EMD]W E]\/[ED]V[ EMD]W EMED]W
Ingenuo 0.42-1072 1 0.51-10~2 1.23
k-NN M. cte. (k=10 d = 10) | 0.29-10~2 0.68 0.45-10~2 1.07
k-NN W. cte. (k=10d=1) | 0.281072 0.67 0.41-10~2 0.98
k-NN M. inv. (k=10 d = 10) | 0.29-10~2 0.68 0.45-1072 1.07
k-NN W. inv. (k=9d = 1) 0.29 -10~2 0.68 0.41-10—2 0.97
AES Arit. (o = .12) 0.28-1072 0.68 0.42-10~2 1
AES Baric. (a = .02) 0.29-1072 0.68 0.42:1072 1
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gramas se ve mas afectado por los histogramas de comportamiento extremo
que se dan en la tdltima parte del conjunto de prueba. Por el contrario, el
k-NN basado en Wasserstein, al generar las predicciones como una mediana
de los histogramas, no se ve afectado por este problema. Por otro lado, los
alisados exponenciales simples obtienen unos resultados similares a los que
obtiene el k-NN basado en Wasserstein.

5.9. Conclusiones

En este capitulo se ha propuesto el uso de las STH como una herramien-
ta para representar series temporales de distribuciones y se han propuesto
diferentes métodos de prediccién para este tipo de series. El trabajo presen-
tado en el capitulo es pionero en el 4rea de prediccién, ya que no se tiene
conocimiento de otros desarrollos que permitan predecir series temporales de
distribuciones, ni en forma de histograma, ni utilizando otro estimador.

En el apartado 5.3, se ha defendido el histograma como herramienta
de representacion de una distribucién. La representaciéon como conjunto de
intervalos con pesos asociados que caracteriza al histograma es lo suficien-
temente versatil como para permitir un abanico de representaciones que se
adaptan a las distintas necesidades que se le pueden plantear a un analista
ante distintos conjuntos de datos. En el apartado 5.8 se han mostrado ejem-
plos que han ilustrado el uso de los distintos tipos de histogramas: equiespa-
ciados, equifrecuenciales, construidos sobre una particién en el espacio de la
variable y construidos sobre una particion del espacio de frecuencias.

La complejidad que implica el manejo de histogramas con respecto a
la que requeria el manejo de intervalos es notable. Esto hace que sea méas
complicado definir conceptos y métodos para trabajar con las STH. Para
definir medidas de error se ha decidido utilizar el concepto de distancia, tal y
como se muestra en el apartado 5.4. Para desarrollar métodos de prediccién se
han propuesto dos aproximaciones la aritmética de histogramas y el método
de los baricentros. Los métodos de prediccion propuestos han sido los alisados
exponenciales (en el apartado 5.5) y el método de los k vecinos més cercanos
(en el apartado 5.6).

Todos los métodos propuestos, aunque estan basados en ideas sencillas,
obtienen habitualmente buenos resultados cuando se aplican a la prediccién
de series temporales clasicas. En el apartado 5.8, se ha mostrado que sus ho-
mologos para STH también son capaces de obtener buenos resultados ante
series de distinto tipo y origen, batiendo en todos los casos al método ingenuo
que ha sido tomado como referencia. Mas complicado resulta extraer con-
clusiones sobre la superioridad o inferioridad de uno u otro modelo, porque
todos han sido capaces de demostrar su buen comportamiento en al menos
una serie temporal de las analizadas. Por ello, todas estas técnicas pueden
ser consideradas como posibles candidatas para la prediccién de nuevas STH.






Capitulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

Una conclusion es el punto
donde te cansas de pensar.

Arthur Bloch, La ley de Murphy

En este capitulo se resumirdn las contribuciones de esta tesis en el campo de la
prediccion de series temporales de intervalos e histogramas. En el caso de las series
temporales de histogramas, el propio tipo de serie temporal es en si mismo una apor-
tacion novedosa. En el capitulo se expondran brevemente las conclusiones obtenidas
en la aplicacién practica de los métodos propuestos. Por altimo, se enunciaran posibles
lineas de trabajo futuro, no sélo a nivel tedrico, sino también a nivel practico.

6.1. Conclusiones

Esta tesis supone una aportacion novedosa dentro de las areas del anélisis
de datos simbélicos y de la prediccién de series temporales. En el ano 2004,
afio en el que se planted esta tesis, no existia ningin método que abordase
la predicciéon de series temporales de intervalo o de histograma. Cuatro anos
después, la situaciéon ha empezado a cambiar con la aparicién de los trabajos
de Teles y Brito (2005) y de Maia et al. (2006a) en series temporales de
intervalos. Esta tesis supone una contribucién més que sirve para consolidar
el area.

La tesis ha supuesto un esfuerzo multidisciplinar, no s6lo por combinar
dos areas como la predicciéon de series temporales y el andlisis de datos sim-
bélicos, sino también porque en su desarrollo se han tocado con mayor o
menor profundidad temas relativos a &mbitos tan variados como son el es-
tudio de las distancias (tanto de intervalos como de histogramas), la vision
artificial (al emplear la Earth Mover’s Distance para trabajar con histogra-
mas), las series temporales caoticas (al trabajar con el k-NN), la estimacion
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de densidades (al trabajar con histogramas), la aritmética de intervalos y de
funciones de densidad (para realizar operaciones), la econometria (al utilizar
modelos econométricos como el VAR o el VECM y al trabajar con series
financieras), la meteorologia y el medioambiente (como &mbitos de aplica-
cion), etc.

A continuacién, se resumirdn las aportaciones mas relevantes de esta
tesis, los articulos y contribuciones a congresos a los que ha dado lugar y
otros frutos originados durante el desarrollo de la misma.

6.1.1. Aportaciones de la tesis
6.1.1.1. Series temporales de intervalos

Las series temporales de intervalos (STI) aparecen habitualmente en con-
textos tales como la meteorologia y las finanzas, para representar los rangos
de las temperaturas y de las cotizaciones, respectivamente. El interés por el
andlisis de los intervalos en el ambito financiero ha despertado en los ulti-
mos anos, tal y como ha sido documentado en los apartados 3.7.1 y 4.5.2.2.
Sin embargo, las STI no han sido identificadas o tratadas como tales, salvo
en Teles y Brito (2005), Maia et al. (2006a) y en esta tesis. El trabajo aqui
presentado ha abordado el tema en profundidad y ha servido para consolidar
las STI. Sus aportaciones més relevantes han sido las siguientes:

= Propuesta de dos enfoques para medir el error en las STI.
e En los componentes de la STT (valores minimo, maximo, centro y

radio) utilizando medidas escaladas.

e En el intervalo como un todo utilizando distancias.
s Desarrollo de distintos métodos de prediccion de STI.

e Alisados exponenciales utilizando aritmética de intervalos.
e Método de k-NN.
e Perceptron multicapa (iIMLP) basado en aritmética de intervalos.

e Predecir una STI a partir de las series temporales de sus com-
ponentes (minimo, maximo, centro y radio) aplicando para ello
métodos de prediccion (univariantes o multivariantes) para series
temporales clasicas. Méas concretamente, ha propuesto predecir
las series temporales de los minimos y de los méximos o, alterna-
tivamente de los centros y los radios.

Las conclusiones més relevantes obtenidas a lo largo de la investigacion
son las siguientes
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= El intervalo permite representar la variabilidad de un conjunto de ob-
servaciones en forma de rango o de rango intercuartilico ofreciendo
informaciéon complementaria a la que se obtiene con otros valores agre-
gados como, por ejemplo, la media.

= El manejo de intervalos supone una mayor complejidad que el mane-
jo del valores reales. Sin embargo, un intervalo puede descomponerse
comodamente en una pareja de reales (minimo y maximo, o centro y
radio), lo que facilita enormemente su manejo.

= El concepto de error en las STI no puede ser representado mediante la
aritmética de intervalos. Para medir el error, en la tesis se propone el
uso de distancias para intervalos o medir el error escalado en cada una
de las series de los componentes de los intervalos. El primer enfoque
permite medir el error con un dnico valor, mientras que el segundo
permite conocer con més detalle en qué componente se esté cometiendo
mas error.

= Se ha demostrado que las predicciones que se obtienen al modelar la
STI como un VAR de orden p sobre las series del minimo y del maximo
o sobre las del centro y del radio son equivalentes.

= En los ejemplos planteados, las series temporales de los minimos y de
los maximos estaban cointegradas. Sin embargo, al recoger dicha rela-
cién de cointegracion mediante un modelo VECM no se han obtenido
mejoras con respecto a la prediccién que se obtenia con un modelo
VAR que ignorase dicha relacion.

= En los ejemplos analizados, todas las aproximaciones para predecir
STT presentadas en esta tesis mejoran los resultados obtenidos por el
método ingenuo. De entre ellas, el enfoque de prediccién univariante
que predice de forma independiente el centro y el radio ha resultado
ser de las que mejores resultados han obtenido en todos los ejemplos.

= En los ejemplos analizados, los métodos que trabajan con el intervalo
como un todo, i.e., los alisados, el iMLP y el k-NN para STI mejoran
las predicciones que obtiene el método ingenuo. Ademés, se ha obser-
vado que las predicciones que obtienen estos métodos en los extremos
de los intervalos son mejores que las que se obtienen utilizando sus
homoélogos univariantes para pronosticar las series de los extremos de
forma independiente.

6.1.1.2. Series temporales de histogramas

En el campo de las series temporales de histogramas (STH), esta tesis ha
explorado un camino muy innovador, ya que no se conocia ningin articulo
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previo que tratase este tipo de series. Por tanto, la tesis ha abierto camino

definiendo las STH y motivando debidamente su uso para resolver situaciones

que no pueden ser abordadas de otra manera, si no es perdiendo informacion.
Las contribuciones mas relevantes relativas a las STH han sido:

= Propuesta de una aproximacién para medir el error en las STH basada
en el uso de distancias para funciones de densidad que reflejen ade-
cuadamente las diferencias entre histogramas, como las distancias de
Wasserstein y de Mallows.

s Desarrollo de métodos de prediccion de STH.

e Alisados exponenciales utilizando aritmética de histogramas.
e Alisados exponenciales utilizando el baricentro de Mallows.

e Método de k-NN utilizando el baricentro de Wasserstein y de Ma-
llows.

Las principales conclusiones que se han obtenido en el desarrollo de la
investigacién son las siguientes:

= Kl histograma, en sus diferentes versiones, es una herramienta muy
versatil a la hora de representar distribuciones ya que es capaz de
adaptarse a las distintas necesidades del analista.

s La complejidad que supone el manejo de histogramas es mayor que
la. que supone el manejo de intervalos, pero es mucho menor que la
que implicaria el manejo de otras herramientas de representacién de
distribuciones.

» Las distancias de Wasserstein y de Mallows reflejan la semejanza en-
tre histogramas de una forma bastante similar a como la hace el ojo
humano y, por tanto, son adecuadas para medir errores en las STH.

= El histograma baricéntrico permiten obtener, con determinadas distan-
cias, un histograma que represente la tendencia central de un conjunto
de histogramas. Si se emplea la distancia de Mallows se obtiene un his-
tograma que se comporta como el promedio del conjunto de histogra-
mas resultantes, mientras que si se emplea la distancia de Wasserstein
se obtiene un histograma que se comporta como la mediana de dicho
conjunto.

» Los alisados exponenciales basados en la aritmética de histogramas
presentan el problema de que el promedio con dicha aritmética no se
comporta exactamente como requieren los métodos de alisado. Ade-
mas, normalmente no se podra asumir la independencia de los operan-
dos y tener en cuenta la dependencia entre los operandos convierte el
problema en intratable.
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= Los alisados exponenciales basados en el baricentro que emplea la dis-
tancia de Mallows no presentan los inconvenientes del alisado basado
en aritmética de histogramas y reflejan el concepto de promedio tal y
como cabe esperar. Por su parte, los baricentros que se obtienen con
la distancia de Wasserstein no son adecuados para realizar alisados ex-
ponenciales, porque su comportamiento es similar al de una mediana
v eso desvirtia el proceso de alisado.

= El método de k-NN puede adaptarse correctamente a la prediccién de
STH utilizando las distancias de Mallows o de Wasserstein para buscar
los vecinos méas proximos y para obtener las predicciones como histo-
gramas baricéntricos. El uso de una distancia u otra hace que el método
tenga un comportamiento ligeramente diferente. La principal diferen-
cia se da a la hora de componer la prediccion, ya que con Mallows se
obtienen histogramas promedios y con Wasserstein histogramas media-
nos.

= Tal y como se ha mostrado en los ejemplos, la capacidad predictiva de
los métodos presentados es notable. En todos los ejemplos analizados,
al menos uno de los métodos propuestos ha obtenido mejores resulta-
dos que el método de referencia (método ingenuo). El orden de dichas
mejoras varfa entre el 10% y el 25 %, segtn los ejemplos.

6.1.2. Articulos publicados

El trabajo desarrollado a lo largo de estos anos ha sido presentado en
diversos foros relacionados con la prediccion, la estadistica y la inteligencia
computacional. A continuacion, se citan las publicaciones en congresos:

= Forecasting time series of observed distributions with smoothing me-
thods based on the barycentric histogram. Escrito con Carlos Maté y
publicado en el libro de actas de la International FLINS Conference
on Computational Intelligence in Decision and Control editado por
World Scientific en 2008.

= Forecasting histogram time series with k-Nearest Neighbours methods.
Presentado en el International Symposium on Forecasting en 2007 y
galardonado con un premio de una cuantia de 1000$ como uno de los
mejores trabajos de estudiantes de doctorado.

= Fzponential smoothing methods for interval time series. Escrito con
Antonio Muiioz San Roque, Carlos Maté y Angel Sarabia, y publicado
en el libro de actas del Furopean Symposium on Time Sertes Prediction
editado por Helsinki University of Technology en 2007.
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v Introducing interval time series: accuracy measures. Escrito con Carlos
Maté y publicado en el libro de actas de la conferencia de la Interna-
tional Association for Statistical Computing (COMPSTAT) y editado
por Physica-Verlag en 2006.

s Smoothing methods for histogram-valued time series. Escrito con Carlos
Maté, Antonio Mufioz San Roque, y Angel Sarabia, y presentado en el
International Symposium on Forecasting celebrado en 2006.

Ademaés, se ha publicado algunas parte del contenido de la tesis en revis-
tas cientificas internacionales:

= Forecasting histogram time series with k-nearest neighbours methods.
Escrito por Javier Arroyo y Carlos Maté y pendiente de publicacion en
la revista International Journal of Forecasting (Volumen 24, ntmero
4) que tiene un factor de impacto de 1.409 (Journal Citation Report
2007).

v iMLP: Applying Multi- Layer Perceptrons to Interval-Valued Data. Es-
crito (por orden de firma) por Antonio Mufioz San Roque, Carlos Maté,
Javier Arroyo y Angel Sarabia y publicado en la revista Neural Pro-
cessing Letters (Volumen 25, namero 2, pags. 157-169) que tiene un
factor de impacto de 0.580 (Journal Citation Report 2007).

Actualmente, se estd trabajando en la publicacion de algunas aportacio-
nes de la tesis en revistas internacionales, a ser posible con indice de impacto
JCR (Journal Citation Report). El objetivo es publicar un articulo que re-
suma las contribuciones del capftulo de series temporales de intervalos y dos
articulos que aborden los alisados exponenciales en series temporales de his-
togramas (uno mediante la aritmética de histogramas y otro mediante los
baricentros).

6.1.3. Otros aspectos a mencionar

La tesis se ha enmarcado dentro del proyecto PRESIM (Modelos de PRE-
diccion para Datos SIMbdlicos) dirigido por el profesor Carlos Maté, que
también ha dirigido esta tesis doctoral. El proyecto PRESIM es un proyecto
de investigacion financiado por la Universidad Pontificia Comillas en el que
colaboran profesores de dicha universidad, como Antonio Munoz San Roque
y Angel Sarabia, que comenzé en octubre de 2005 y que finalizara en sep-
tiembre de 2009. El objetivo del proyecto era el desarrollo de métodos de
prediccién para datos simbolicos.

Tanto el proyecto, como la tesis tenian también entre sus objetivos el de
la difusién de la prediccién con datos simbolicos. A ese respecto, ademas de
la publicacién de los articulos de investigacion, se ha establecido contacto con
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profesores de otras universidades que han manifestado, de una u otra manera,
su interés por el trabajo desarrollado en el proyecto y que, en algunos casos,
han llegado a colaborar con nosotros. Entre los profesores con los que se ha
contactado se incluyen Gloria Gonzalez Rivera (Universidad de California
Riverside), Paula Brito (Universidad de Oporto), Robert Fildes (Universidad
de Lancaster) y Kenneth F. Wallis (Universidad de Warwick).

Por ultimo, mencionar que los métodos de prediccion especificos de STI
y de STH han sido implementados en MATLAB y que pueden ser solicitados
para su uso académico.

6.2. Lineas de trabajo futuro

Las series temporales de intervalos y de histogramas acaban de nacer,
por tanto, las posibilidades de crecimiento del area son enormes. Para ello,
uno de los aspectos fundamentales reside en difundir su potencial y su uti-
lidad, y en atraer hacia ella gente con capacidad investigadora e interés por
explotar dicho potencial. Si eso se consigue, la supervivencia de este area de
investigaciéon estd asegurada.

A continuacion, se presentaran algunas lineas de trabajo futuro que sirven
de continuacion a la investigaciéon realizada en esta tesis. Se distinguira entre
las lineas de trabajo teéricas y las que tienen un caricter mas aplicado.

6.2.1. Lineas de trabajo a nivel tedrico y metodolégico

De cara a proponer nuevos métodos se debe tener como referencia el
trabajo ya realizado en las areas de la prediccién de series temporales y en el
andlisis de datos simbodlicos e intentar tender puentes entre ambas. Al ser las
STT y las STH un campo novedoso, las posibilidades de desarrollo en el plano
tedrico son enormes. La siguiente lista muestra sélo algunos de los posibles
caminos:

» Es necesaria la creacién de conceptos que permitan describir el com-
portamiento de las STI y de las STH. En las series temporales clésicas
existen conceptos tales como, por ejemplo, la tendencia, la estaciona-
lidad y la componente ciclica, que caracterizan dichas series. Fn esta
tesis se han definido algunos de estos conceptos al proponer los mé-
todos de alisado; por ejemplo, la tendencia se definié como el cambio
a largo plazo en el centro de gravedad del intervalo o del histograma.
Sin embargo, es posible plantear otras definiciones de tendencia que,
por ejemplo, tengan en cuenta la evoluciéon a largo plazo de otras ca-
racteristica como el ancho de los intervalos en las STI o los cambios
de forma en la distribucion de los histogramas en las STH. Por ello, es
necesario realizar un estudio mas profundo sobre el tema.
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= También es necesario desarrollar una teoria sobre los procesos esto-

casticos simbdlicos, definir conceptos relacionados con dichos procesos
como la estacionariedad y analizar qué relacién existe entre procesos
estacionarios y el modelado de los mismos con determinados métodos.
En el caso de las STI se puede trabajar con la estacionariedad de las
series temporales individuales, pero hay muchas preguntas por respon-
der al respecto. Por ejemplo, ;qué efecto tiene dicha estacionariedad a
la hora de modelar la serie mediante mediante modelos como el modelo
ARIMA propuesto por Teles y Brito (2005)7 ; qué relacion existe entre
la estacionariedad de las series del centro y del radio y la de las series
del minimo y del maximo?, etc.

En la tesis se ha planteado el uso de distancias para medir el error
en STI y en STH. En los dos tipos de series, la aritmética no era una
altertiva adecuada. Sin embargo, es posible que existan otras aproxi-
maciones para medir el error en dichas series temporales sin necesidad
de usar las distancias. De hecho, para las STI también se ha propuesto
medir el error escalado en las componentes individuales. Otra linea de
trabajo consiste, por tanto, en estudiar otras formas de medir el error
en las series.

Es obvio que el catalogo de métodos de prediccién para STI y STH
debe ser ampliado. Hay tres vias de ampliacién:

e Seguir refinando los métodos de prediccién planteados en esta te-
sis para hacerlos mas efectivos. Los métodos planteados admiten
mejoras, por ejemplo, los alisados pueden ser extendidos o replan-
teados para modelar otras componentes de las series consideradas,
es posible plantear variantes del k-NN que usen otros esquemas de
ponderaciéon o nuevas formas de medir la similitud para hacerlos
efectivos a la hora de recoger la tendencia, etc. También cabe la
posibilidad de plantear otras formas de realizar los alisados o el
k-NN distintas a las presentados en esta tesis.

e Adaptar al contexto simbolico métodos ya existentes en el con-
texto clasico y no adaptados en esta tesis. Un candidato obvio
debido a su popularidad en el contexto cldsico son los modelos
autorregresivos.

o Autorregresion de STI: Actualmente, existen dos propuestas
de autorregresion para STT (Teles y Brito, 2005; Maia et al.,
2006a). En esta tesis se han explorado otras alternativas para
realizar la autorregresion: la que consiste en estimar un mode-
lo autorregresivo para cada una de las series de los extremos
y la que emplea modelos vectoriales autorregresivos (VAR
y VECM). Sin embargo, pueden plantearse nuevos modelos.
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Por ejemplo, los métodos de regresion revisados en el aparta-
do 2.5.1 pueden ser adaptados al contexto temporal y puede
compararse su eficacia con los ya desarrollados. También seria
interesante definir un concepto de correlacién para este tipo
de series que permitiese orientar al analista para determinar
como debe ser el modelo autorregresivo, de forma similar a
como sucede en la metodologia Box-Jenkins.

o Autorregresion de STH: La adaptacion del enfoque autorre-
gresivo a la prediccion de STH es mas compleja ya que, por
el momento, no existe un modelo de regresién que permita
relacionar variables de entrada y de salida en forma de histo-
grama.

e Desarrollar métodos de prediccién innovadores que no tengan un
equivalente en el contexto clasico y que exploten las posibilidades
y las peculiaridades propias de las STI y de las STH. Indudable-
mente, esta via es la que méas imaginacién requiere ya que implica
crear métodos partiendo desde cero.

= La combinacién de predicciones es otro posible campo de investigacion.
En esta tesis se han planteado distintos métodos de prediccién, pero
no se ha estudiado si la combinacién de las predicciones de dichos mo-
delos produce o no una mejora en la precisién. En las series temporales
clésicas, existe evidencia empirica de que a menudo la combinacién
de predicciones es més precisa que cada una de las predicciones sin
combinar. De hecho, algo tan simple como el promedio de prediccio-
nes a menudo se presenta como una buena estrategia de combinacién
(Winkler y Makridakis, 1983). Un estudio en esa linea para STIy STH
también tendria interés y seria de esperar que la combinacién obtuviese
buenos resultados, ya que puede explotar la forma notablemente dis-
tinta de obtener predicciones que tienen métodos como, por ejemplo,
el k-NN y el alisado exponencial.

= Otra linea de trabajo mas alejada del enfoque de las STI y de las STH,
consiste en utilizar la aritmética de intervalos y de histogramas revisada
en la tesis, para incorporar intervalos y densidades de predicciéon como
variables externas en modelos de prediccién clasicos como la funcién
de transferencia o el perceptréon multicapa. Esto permitiria comprobar
el efecto de la incertidumbre en la salida del modelo.

6.2.2. Lineas de trabajo a nivel aplicado

Los métodos de prediccién propuestos en esta tesis han sido probados
sobre ejemplos de diferentes &mbitos y en todos ellos se han obtenido resul-
tados satisfactorios. La aplicacién de los métodos se ha hecho con el objetivo
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principal de demostrar la capacidad predictiva de éstos y no con el fin de
resolver un problema concreto o de obtener un conocimiento mas profundo
de un determinado fenémeno.

Sin embargo, hay &mbitos donde la aplicacion de las series temporales de
intervalo o de histogramas pueden ser de gran utilidad. Algunos de ellos han
sido trabajados en la tesis, pero merecen una mayor atencién. En el caso de
las series temporales de intervalos, los ambitos de aplicacién donde es méas
interesante incidir son los siguientes:

= En meteorologia, un posible campo de investigacion consiste en compa-
rar las predicciones del intervalo de temperaturas obtenidas a partir de
la STIy de los modelos de prediccién meteorolégica, y en estudiar si las
combinaciones de dichas predicciones mejoran los modelos originales o
no.

s En el apartado 4.10, se predicen los valores futuros de STI que refle-
jan los valores minimos y maximos diarios del cambio de divisas. Los
resultados que se obtienen son satisfactorios, pero el objetivo en ese
caso ha sido batir al método ingenuo. Seria interesante profundizar en
este area para determinar si es posible obtener beneficios empleando
dichas predicciones como base para generar reglas de negociacion (fra-
ding rules) de compra-venta de valores y comparar los resultados con
otras estrategias basadas iinicamente en las predicciones de los valores
de cierre, como las mostradas en Andrada-Félix, Fernadez-Rodriguez,
Garcia-Artiles y Sosvilla-Rivero (2003). Otra alternativa es ver la uti-
lidad de la prediccién del intervalo o de la distribucién de los precios
intradiarios de una accién o de una divisa en el drea de la gestion de
riesgos.

= Siguiendo con el 4mbito de las finanzas, otra posible aplicacion de las
STT reside en la prediccion de graficos de velas (o candlesticks). Los
candlesticks ofrecen una buena sintesis de la informacién intradiaria
(o intraperiodo) mediante dos intervalos: apertura-cierre y minimo-
maximo. Por ello, pueden ser pronosticados con los métodos planteados
en esta tesis para STI o con extensiones de los mismos y comparar sus
resultados con el de los métodos ya planteados (ver apartado 3.5.2.2).
La informacién proporcionada por una prediccién candlestick fiable
serfa de gran utilidad para orientar a los inversores. Los resultados
obtenidos por Fiess y MacDonald (2002), segtn los cuales se mejora la
prediccion de los valores de cierre al incorporar los valores minimo y
méximo al modelo, auguran buenos resultados en esta linea.

Por otro lado, seria interesante profundizar en la aplicacién de las series
temporales de histograma a los siguientes contextos:
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= El caso del instituto de estadistica ha sido mencionado repetidas veces
a lo largo de la tesis porque es uno de los que mayor poder explicativo
tiene. Sin embargo, no se ha podido poner en practica por falta de da-
tos. Una aplicacion interesante seria explorar la prediccién de STH que
muestren la evolucién temporal de una variable medida en el conjunto
de los habitantes de una regién. Para ello, es necesario contactar con
el Instituto Nacional de Estadistica.

= Las STH también pueden ser aplicadas en el dmbito del control de
calidad. En ese caso, el histograma permite resumir los valores de un
indicador de calidad en todos los productos de un lote. La STH resul-
tante mostraria la evolucién de dicho indicador en lotes sucesivos. Una
linea de investigacion interesante consiste en crear procedimientos que
permitan detectar situaciones anémalas en los lotes antes de que éstas
se agraven.

» El estudio de los flujos de datos (stream data) desde la perspectiva de
las STH también puede ser interesante. Los flujos de datos son genera-
dos de forma continua por sensores con una frecuencia que dificulta su
almacenamiento y que favorece el hecho de que sean analizados a medi-
da que se generan. Hébrail y Lechevallier (2007) muestran una primera
aproximacién a los flujos de datos desde la perspectiva del analisis de
datos simbolicos. Por otro lado, Guha, Koudas y Shim (2006) abordan
los problemas que supone la construccién de histogramas para resumir
flujos de datos. El desarrollo de métodos para analizar STH origina-
das a partir de flujos de datos y su prediccion constituye otra linea de
trabajo interesante.

= En el apartado 5.8.3, se mostr6 una aplicaciéon de las STH en el am-
bito medioambiental, donde los histogramas reflejaban la distribucién
mensual de un determinado contaminante en la ciudad de Madrid. Tal
y como se indic6é en dicho apartado, los indices de calidad del aire se
construyen normalmente con datos horarios u octohorarios para poder
controlar que no se rebasen los limites que perjudican la salud huma-
na y para poder alertar a la poblacién en caso de ser necesario. Una
aplicacion interesante de las STIH en este &mbito es el uso de histogra-
mas para agregar temporalmente los niveles de contaminante y obtener
STH de frecuencia horaria u octohoraria sobre las que desarrollar pro-
cedimientos de control preventivo.

La enumeracién de aplicaciones de las STI y de las STH no pretende ser
exhaustiva, sino mostrar areas de desarrollo que serfa interesante explorar.
Evidentemente, hay otras muchas aplicaciones que no han sido mencionadas
y que aguardan ser descubiertas. De ahi la importancia de difundir este nuevo
tipo de series temporales.






Apéndice A

Métodos de prediccion clasicos
adaptados en esta tesis

Nunca profetices:

Si lo haces bien,

nadie se acordard,

y st lo haces mal,

nadie va a dejar que lo olvides.

Mark Twain

Con el fin de hacer esta tesis lo mas autocontenida posible, en este apéndice se
introducen brevemente los métodos de prediccién clasicos que son trabajados en la tesis
desde la perspectiva simbélica. Estos métodos son los modelos de vectores autorregresi-
vos, los alisados y el k-NN. El primero se empleara en la predicciéon de series temporales
de intervalos porque permite predecir estas series sin realizar ninguna adaptacién pre-
via. Los dos siguientes son adaptados en la tesis de forma que permitan predecir series
temporales de intervalos y series temporales de histogramas.

A.1. Los modelos vectoriales autorregresivos

Los modelos vectoriales autorregresivos (VAR) son una generalizacion
de los modelos autorregresivos al contexto multivariante. Los VAR son em-
pleados en econometria para capturar la evolucién de las interdependencias
entre un conjunto de series temporales sin necesidad de determinar a priori
la relacién de dependencia entre las variables que entran en juego.

En un modelo VAR todas las variables son tratadas de igual forma, ya
que todas ellas tienen su propia ecuacién en la que se modela su comporta-
miento incluyendo sus propios retardos y los retardos del resto de variables
consideradas.

247
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El modelo VAR de orden p para k variables viene dado por
Y,=C+A1Y; 1+ AY, o+---+AY,_,+E (A1)

donde Y; es el vector de k x 1 variables, C' es un vector de k x 1 constantes,
A; es una matriz de coeficientes de k x k (con i = 1,...,p) y E; es el vector
k x 1 con los términos de error, los cuales satisfacen

1. E(E;) =0, los términos de error tienen media cero.
2. E(ELE;) = Q, la matriz de covarianzas entre los errores es constante.

3. E(E4E;_,) =0, no hay correlacion serial entre los términos de error.

Como puede verse, los modelos VAR presentan una estructura sencilla,
pero pese a esta sencillez son capaces de recoger dindmicas muy ricas en-
tre multiples series temporales, de una forma relativamente facil de usar y
de interpretar. Por otro lado, los VAR precisan de un numero alto de ob-
servaciones para poder tener grados de libertad suficientes para estimar el
modelo, o, en su defecto, necesitan que se restrinjan las variables o el niumero
de retardos.

Los modelos VAR también requieren que el vector de series considera-
das se rija por una normalidad multivariante y que sus covarianzas sean
invariantes a lo largo del tiempo. Sin embargo, en el terreno econémico la
hipo6tesis de normalidad multivariante no suele cumplirse. Esto supone un
serio problema, ya que la capacidad de un VAR para representar un proceso
generador de datos se basa, en gran media, en dicha hipotesis y la inferencia
estadistica sélo es valida si las hipétesis que se consideran son ciertas. Los
estudios de simulacion demuestran que la inferencia estadistica es sensible
a la validez de algunas hipétesis como son la constancia de los parametros,
la ausencia de correlacién serial de los residuos y la simetria de los residuos;
mientras que es moderadamente robusta frente a problemas de exceso de
kurtosis (distribuciones con colas grandes) y de heterocedasticidad residual.
Por ello, se aconseja que para garantizar el éxito de un modelo VAR se cum-
plan al menos las tres primeras hipétesis. La inspeccién visual de los residuos
asi como el calculo de algunos estadisticos descriptivos pueden ayudar a esta
tarea.

En el caso en el que las variables que integran el modelo VAR no sean
estacionarias debe analizarse si existe una relacién de cointegraciéon entre
alguna de ellas. Si es el caso, dicha relacién debe ser recogida e incorporada
al modelo. A continuacién, se explica brevemente qué es la cointegracion y
los modelos vectoriales de correcciéon del error.
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A.1.1. Cointegracién y modelos vectoriales de correccién del
error

El concepto de cointegracion es introducido en Granger (1981) y en En-
gle y Granger (1987) para recoger el comportamiento de series temporales
que evolucionan de forma similar a lo largo del tiempo, y que aunque se
puedan separar a corto plazo, tienden a no divergir demasiado a largo pla-
zo. En el plano econémico, la cointegracién sucede a menudo entre variables
como importaciones y exportaciones, ventas y costes de produccién, precios
v salarios, etc.

Murray (1994) explica la cointegracion entre dos series temporales con
gran sentido del humor mediante el simil de un borracho y su perro. Cada
uno de estos dos personajes, mientras camina, da sus propios rodeos, sin
embargo, ambos se preocupan de no alejarse mucho el uno del otro y si esto
sucede intentan reducir dicha distancia. Un observador que se fije en la ruta
que sigue cada uno de ellos por separado puede llegar a la conclusién de que
vagan sin rumbo, es decir, que se mueven segiin un proceso no estacionario.
Sin embargo, si el observador se fija en la distancia que separa a ambos
llegara a la conclusién de que es estacionaria.

Mas formalmente, diremos que dos series temporales univariantes {A;}
v {B;} est4n cointegradas si ambas series son integradas de orden d,' I(d),
y existe una combinacién lineal entre ellas que es de un orden de integracién
dy < d. Es decir, si podemos construir una serie {C}} que sea I(d;) y que se
obtenga como

Ct = OélBt + CtgAt. (AZ)

A la combinacion (aq, az) se le llama relacion de cointegracion. En la préac-
tica, el objetivo es hallar una combinacién lineal cuyo orden de integracién
resultante sea (0).

Cuando la relacion de cointegracion es muy importante para el modelo,
esta debe aparecer explicitamente en él. Para ello, se utilizan los modelos
vectoriales de correccion del error

AY, = B+I1Y, 1 +T1AY, 1+ oAy, o+ -+ T, 1AY, 11+ Ey, (A3)

que se obtiene restando Y;_; a ambos lados de la ecuacion (A.1) y reajustan-
do los términos. En dicha ecuacion, el operador A se utiliza para referirse a la
diferenciacion AY; = Y;—Y;_1, B es un vector de k x 1 constantes, y las ma-
trices de coeficientes se hallan de la siguiente forma Il = —(Ij, —A;—---—A4,)
y Fj = —(Aj+1 —|——|—Ap) con j=1,...p—1.

Si las variables consideradas en el modelo son como mucho (1), entonces
AY; no tendré tendencia estocastica (serd estacionario en media) y, por
tanto, s6lo el término ITY;_; tendra variables I(1). Sin embargo, como AY;

!Una serie integrada de orden d es una serie a la que hay que diferenciar d veces para
convertirla en estacionaria.



250 CApriTULO A. Métodos de prediccion clasicos adaptados en esta tesis

no tiene tendencia estocastica, ITY;_1 tampoco la tiene, luego es I(0). Este
término es el que contiene las relaciones de cointegraciéon del modelo.

Es importante darse cuenta de que el término de cointegraciéon IIY;
representa una relaciéon a largo plazo entre las variables del modelo, mientras
que el resto de términos I'; recogen las dinamicas a corto plazo del modelo.
Los modelos vectoriales de correccién del error son una herramienta adecuada
para separar ambos componentes.

A.1.2. Estrategia para especificar un modelo VAR

Allen y Fildes (2001) propone, como estrategia general para predecir con
un modelo VAR, usar como especificacion de partida un modelo VAR con
un numero suficientemente alto de retardos. Segun afirman estos autores,
algunos estudios comparativos indican que se obtienen mejores resultados
si se reduce el nimero de pardmetros. La estrategia a seguir consiste en ir
probando sucesivamente con un modelo de menor orden. Para ello, Allen
y Fildes (2001) proponen usar contrastes de errores de especificaciéon (no-
normalidad, outliers, heterocedasticidad, autocorrelacién, constancia de los
parametros), para detectar si el modelo es correcto. Como existen muchos
tipos de contrastes, lo normal es que siempre falle alguno. Si un modelo
simplificado falla los contrastes de errores en la especificacién es una prueba
de que la simplificacién es inapropiada. Sin embargo, segin estos autores
no existe evidencia para relacionar la capacidad predictiva del modelo y los
fallos en los contrastes de errores en la especificacion. Segin Allen y Fildes
(2001), simplificar el modelo adecuadamente suele dar mejores resultados.

Ademsés de intentar reducir el namero de retardos de cada variable, tam-
bién se debe analizar si existen raices unidad en las series, o realizar un
contraste de cointegracion, ya que si se da la cointegracién un modelo vec-
torial de correccion del error suele ofrecer mejores predicciones. La relacion
entre la cointegracion y los modelos de correccion del error es estudiada por
Engle y Granger (1987) que demuestran que si dos variables estan cointegra-
das, entonces pueden ser representadas mediante un modelo de correccién
del error y viceversa.

En este apartado se ha pretendido ofrecer una visién general sobre el
tema, para obtener més informaciéon sobre los modelos VAR y modelos de
correccion del error se recomienda acudir al manual de Liitkepohl (2005) o
a una referencia méas sintética como Liitkepohl (2006).

A.2. Los métodos de alisado en las series tempora-
les clasicas

Por lo general, los valores de una serie temporal acostumbran a tener
una acusada variabilidad a lo largo de toda la serie. Dicha variabilidad se
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refleja en la multitud de "picos"que aparecen en su representacion grafica. El
comportamiento global de la serie se aprecia mejor cuando estas fluctuaciones
son rebajadas. El proceso que permite rebajar las fluctuaciones de una serie
recibe el nombre de alisado. Los métodos més bésicos para alisar una serie
temporal son las medias méviles.

Sin embargo, los métodos de alisado también pueden obtenerse para ge-
nerar predicciones de una serie temporal. Robert G. Brown propuso el primer
método de alisado exponencial (Brown, 1959). Por su parte, Charles C. Holt
desarroll6 un método de alisado que manejase tendencias aditivas y que per-
mitiese alisar datos estacionales (Holt, 1957). Posteriormente, Winters (1960)
prueba los métodos propuestos por Holt sobre datos empiricos aumentando
espectacularmente la difusion y la repercusion de los mismos.

Pese a la sencillez de los métodos de alisado exponencial, estos métodos
son muy utilizados en la préactica, especialmente cuando el objetivo es pro-
nosticar una gran cantidad de series de forma automatica, como en el caso
del control de inventario. Ademas, estos métodos permiten predecir distintos
tipos de series temporales con notables resultados, tal y como muestran los
andlisis empiricos (Gardner, 2006). Por esta razon y por el principio de par-
simonia, resulta aconsejable usar los métodos de alisado exponencial como
referencia a batir por otros métodos mas sofisticados y complejos.

Gardner (1985) y Gardner (2006) presentan dos revisiones sobre el estado
del arte de los alisados exponenciales, las cuales demuestran que la técnica
sigue en constante desarrollo. Uno de los avances mas significativos en los
ultimos tiempos ha sido el desarrollo de unos modelos espacio-estado con una
tinica fuente de error que dan un soporte estadistico riguroso a los métodos
de alisado exponencial desarrollados por Hyndman, Koehler, Snyder y Grose
(2002).

A continuacién, se resumiran los conceptos bésicos de las técnicas de
alisado.

A.2.1. Las medias moviles

La media moévil es el método de alisado mas sencillo. Dada un serie
temporal observada {X;}, la prediccién X411 en el instante ¢ + 1 obtenida
como una media movil de orden ¢, MM(q), es la media de los dltimos ¢
valores de la serie.

N Xe+ X1+ ... +Xt—(q—1)

X1 = - . (A.4)

El valor de g es el orden de la media moévil y permite realizar un alisado a
corto, medio y largo plazo. En las series temporales financieras de frecuencia
diaria, los valores tipicos de ¢ son ¢ = {10,40,100}.

Si el objetivo de la media movil no es la prediccién, sino el eliminar las
fluctuaciones de la serie considerada, suele ser interesante eliminar el sesgo
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introducido al usar sélo datos pasados. Para ello, se emplean medias méviles
centradas que se calculan usando datos pasados y futuros de la serie en torno
al instante t de la siguiente forma

Xt—%+Xt7q%l+"'+Xt+"'+Xt7q2;1 +Xt+%

X, = , (A.5)
q

donde ¢ es un valor impar. Sin embargo, en el contexto de esta tesis, el ob-
jetivo es la predicciéon por lo que no se emplearan medias méviles centradas.
Las medias moéviles ponderadas se basan en el supuesto de que los valores
més recientes de la serie son més relevantes de cara a elaborar la prediccién vy,
consecuentemente, asignan un mayor peso a los valores cuanto méas proximos
son al instante actual.
La media moévil ponderada con pesos aritméticamente decrecientes, MM-
PA (q), es
Xyt = ¢ Xe+(g—1)Xpa+...+ th(qfl)‘
g+ @—1)+...+1
En la MMPA los pesos decrecen aritméticamente, pero puede ser interesan-
te utilizar otro tipo de ponderacién que le dé ain mas importancia a las
observaciones recientes sin llegar a descartar del todo a las observaciones
mas antiguas. Este es el proposito de la media moévil ponderada con pesos
exponencialmente decrecientes, MMPE(q), que se representa como

(A.6)

~ _ Xt =+ (1 — Ct)Xt_l + ...+ (1 — a)qlet_(q_l)
A l+(1—a)+...+(1—a)?

(AT

con a = q—%l Si el ntmero de periodos considerados, ¢, es lo suficientemente
grande, entonces 1 + (1 —a) + ...+ (1 — )9 ! ~ a~! y la ecuacion (A.7)

puede ser reescrita como

t

Xep1 = Z a(l —af "' Xy _(j_y). (A.8)
j=1

Esta ecuacion suele presentarse de forma abreviada como
X1 = aXi + (1 - a) Xy, (A.9)

donde « € [0, 1]. Esta ecuacion representa el método conocido como alisado
exponencial simple. Dicha ecuacién representa el método de una forma re-
currente (o recursiva) y es equivalente a esta otra representada en forma de
correccién de error

Xi1 = Xt + a(Xe — Xy). (A.10)

De esta forma, la predicciéon en el instante ¢ 4+ 1 es la prediccién generada
para el instante en ¢ més el error cometido en el instante ¢ rebajado mediante
el pardmetro a € [0, 1].
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Tabla A.1: Notaciéon de los métodos de alisado exponencial mostrados en la

figura A.1
Simbolo Definicién
« Parametro de alisado para el nivel de la serie
~y Pardmetro de alisado para la tendencia
) Parametro de alisado para la estacionalidad
1) Parametro para la atenuacion
St Nivel alisado de la serie en el instante ¢
T; Tendencia aditiva alisada en el instante ¢
R, Tendencia multiplicativa alisada en el instante ¢
I Indice estacional alisado en el instante ¢
X Valor observado de la serie en el instante ¢
P Namero de periodos en el ciclo estacional
m Nuamero de periodos adicionales de la prediccién
X (m) Prediccién de la serie en el instante ¢ + m

er = X — Xt_l(l) Error de prediccién en el instante ¢

El alisado exponencial simple es el método de alisado més sencillo. Exis-
ten otros métodos mas avanzados y que permiten predecir series con distintas
caracteristicas.

A.2.2. Los métodos de alisado exponencial

Pegels (1969) propuso la primera clasificacion de los métodos de alisado
exponencial. Esta taxonomia ha sido ampliada a lo largo del tiempo para
recoger los nuevos métodos de alisado que iban surgiendo. La ultima versién
de la misma es recogida en el articulo de Gardner (2006) y puede verse en
la figura A.1.

En la esquina superior izquierda de la tabla de la figura A.1, se muestra
la versién més sencilla del alisado exponencial, la cual permite modelar una
serie temporal sin tendencia ni estacionalidad. Dicho método es el mismo que
muestra la ecuacion (A.9). En la tabla se muestran otros métodos de alisado
que permite recoger la estacionalidad y la tendencia de la serie, tanto en
forma multiplicativa, como en forma aditiva. Ademds, la tendencia, tanto la
aditiva como la multiplicativa, puede presentarse también en forma atenua-
da (en inglés damped). La combinacion de las distintas estacionalidades y
tendencias da lugar al catdlogo de métodos de alisado bésicos que muestra
la tabla.

Con el catdlogo de métodos mostrados se pueden predecir una gran can-
tidad de tipos de series temporales. Los métodos con tendencia atenuada
obtienen un gran rendimiento en la prediccién de series temporales, tal y
como indica Taylor (2003). Segun Gardner (2006), el buen rendimiento de
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Estacionalidad
Tendencia N (No) A (Aditiva) M (Multiplicativa)
N (No) Si=oX,H(1—a)S, Si=aX,— 1)+ (1 —a)S, Se=a(X/l,—p)+ (1 —a)S,
X,(m)=S§, L,=0(X,—S)+(1-0),_, IA,:J(X,/SIM(I*J)],,,,
X(m)=S;+1pim X(m)=Sd;—pim
S§=8;_1tae, S;=8;_1+ae, S/:SI—I+°“’//[/—/;
X,(m)=S, I=1,_,+6(1 —a)e, I=1,_,+6(1 —a)e,S,
X/(m):S1+Ilfp<m X/(m):S/I/—pun
A (Aditiva) S=aX (1 =) S+ 1) S=aX, =1 p) (=) (St 1) Si=a(Xillp)+ (1 =) S+ T,1)
7:,:4,(5(,5/71)+(1,7)T171 Tr=y9(S; = S;—)+(A =T, Tr=yS =S )+ =T,
X, (m)=S,+mT, L=0(X,=S)+(1=0)I,_, 1,=0(X,/S)+(1=0),_,
Xm)=SAmT, 1, pim Xm)=(S, T, pim
§=81+T;- 1 +ae, S§=8i 1+ Ty toe, SI:S17|+T/7|+1€//117/1
T,=T,_+aye, T,=T,_+aye, T,=T,_+ayell,_,
X,(m)=8,+mT, I=1,_,+5(1 -, I,=1,_,+3(1—u)e/S,
X(m)=S,+mT,+1,_pim Xim)=(S+mT)l,_pim
AA (Aditiva Atenuada) Si=oX, + (1 =) S +¢Ti 1) Si=a(X, =1, )+ (1= o) S +¢Ti—1) Si=a(X/L;_p)+(1 —o)(S,— 1+ T, )
T=9(Si= S, )+ (1 =N$Ty T,=9(Si=S, )+ (1 =T,y T,=9(S, =S )+(1 =T,
A mo L=0(X,—S)+(1 =), 1,=0(Xi/S)+(1 = 0)1—p
Xi(m) =S, + Z P'T, . LA . m
= X, (m) =8+ Z ST+ Lpim X (m) =[S+ Z T | Lpim
i=1 =1
Si=8,_1+¢T,_ +oe, §;=8,_1+¢T,_ +ae, S/:Sl—l+(/)T/—l+x€1/[/—p
T,=¢T, +aye, T, =¢pT, . +ope, T,=¢T '“761/[/—;7
. m_o I=1,_,+6(1 —a)e, I=1,_,+6(1 —a)e,lS,
Xi(m) =S; + Z P'T; . L. X m
i=1 X, (m) =8+ Z T+ Lpim Xe(m) =S+ Z O'Ty | Lr—pim
i=1 i=1
M (Multiplicativa) S;=oX,+(1 —a)(S,—1R,—1) S;=a(X;—1,_p)+(1 = a)S; 1R, Sy=a(X /M _p)+ (1 —a)S;_ 1R,
131::"(S//51—|)+(l =R R=9(S/S )+ (1 =R, R=9(S//S—)+(1 =R,
Xi(m)=S, R} 1/:(5()(1*5/)"'(1*(3)1/—/: 1/:5(X1/S1)+(1*‘5)11—p
X, (m)=S,R} +i—pim X,(m):(S,R',")],,p tm
Si=8,_ 1R +oe, S;=8_1R,_1tae, SIZSI—IR1—1+3‘91/11—,7
Ri=R, 1 +aye/S; Ri=R,_+aye,/S, Ri=R, .+ (e S, ),
X,(m)=S,R" 1,=1,_,+5(1 -, I,=1,_,+3(1—a)e,S,
X/(’"):S:R;’ Jr[/—pun X/(’"):(S1R:I)[z —ptm
MA (Multiplicativa Atenuada) S,=oX,+(1 7a)(S,,|R,‘/’,. S=a(X,—1,_,)+(1 7~7)S/—1Rt¢—l Si=a(X, /I, _p)+(1 *“)(S/—IR;/LI)
R=y(SdSi-)+(I=pREL  Re=p(SiSi-)+(1=RE, R=)(S,/Si-)+(1 =)L
. m g I,=0(X,—S)+(1=9)I, 1,=0(X,/S)+(1 =0),
¢ t t t P
Xx(m> = SIR/z' ! I, Z"L @' o "
Xi(m) =SSR~ + L pim Xi(m)= (SR )li—pim
S,=S, 1R | +ae, S,=S,_\R! | +ue, 8,=8,_\RL +oel,,
R,=R?  +aye,S, R=R? +aye/S,_, R=R"\+(ye /S,
I=I,_,+6(1 —o)e, I=I,_,+6(1 —o)e,/S,
) ~ 5 " g pISTL
X(m) = S,R,Z’:‘ /7 X (m) = SR~ ¢ + L ptm Xi(m) = <SIR1 Lipim

Figura A.1: Taxonomia de los principales métodos de alisado exponencial
tomada de Gardner (2006). En la parte superior de cada celda aparecen las
férmulas en forma recurrente y en la inferior en forma de error-correccion
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los métodos de alisado en general y de los métodos con tendencia atenuada
en particular es posiblemente una de las razones por las que no ha habido
el suficiente progreso en la identificacion y seleccién de métodos de alisado
exponencial.

A.3. El método de k-NN

El método de los k vecinos méas proximos (o k-NN segun la abreviatura
inglesa de k-Nearest Neighbours) es una técnica que se encuadra dentro del
area del reconocimiento de patrones. Se trata de una técnica muy versatil
que puede emplearse para tareas de clasificacién, estimacién de densidades,
aproximacién funcional y prediccion de series temporales, entre otras.

La idea clave es que vectores de entrada similares deben tener también
valores similares en la variable objetivo. El algoritmo bésico es el siguiente:

1. Ante un nuevo vector, se buscan los k vectores méas parecidos a él, es
decir, sus vecinos. Los vecinos seran aquellos vectores mas cercanos al
nuevo vector en el espacio de representacién. Para medir la distancia
entre vectores se emplea habitualmente la distancia euclidea.

2. A continuacién, se utiliza el valor de la variable objetivo en los k vecinos
para determinar el valor de la variable objetivo del nuevo vector.

a) Sila variable objetivo es categorica, al nuevo elemento se le asig-
na como valor de la variable objetivo aquella categoria a la que
pertenezcan la mayorfa de sus k vecinos.

b) Si la variable objetivo es numérica, el valor que toma dicha va-
riable en el nuevo elemento suele ser la media aritmética de los
valores que toma en sus k vecinos.

Este es el esquema basico del algoritmo de k-NN, pero existen numerosas
modificaciones. Una de las mas comunes consiste en ponderar la contribucién
de cada uno de los vecinos al resultado de forma que aquellos mas préximos
contribuyan maés que aquellos més lejanos.

El método de k-NN es, por tanto, un método de aprendizaje perezoso,
es decir, no aproxima la funcion por completo, sino que realiza una apro-
ximacién local de la funcién y difiere la realizacién de los célculos hasta el
momento de la asignacién del resultado.

Cuando la variable objetivo es categoérica, el k-NN se suele emplear como
técnica de clasificacion (Cover y Hart, 1967). Sin embargo, también se puede
aplicar como técnica de regresiéon cuando la variable objetivo es cuantitativa.
En ese caso el método de k-NN puede considerarse como un método de re-
gresién no-paramétrica que realiza regresiones locales. El valor de la variable
objetivo cuantitativa para el elemento considerado se suele calcular como la
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media de los valores de los vecinos més proximos. Una de las aplicaciones
del k-NN como técnica de regresion es la predicciéon de series temporales
(Yakowitz, 1987). Sobre este tema trata el siguiente apartado.

A.3.1. El k-NN como método de prediccién de series tem-
porales

La prediccion de series temporales con k-NN consiste en, dada una se-
cuencia de valores, identificar las k secuencias pasadas que sean maés similares
a la actual y, una vez determinadas dichas k secuencias, combinar sus valores
futuros para calcular la prediccién de la secuencia actual.

El k-NN ha sido empleado en multitud de ocasiones en el ambito de las
finanzas con el fin de modelar la dindmica no-lineal de las series financieras.
Sirvan de ejemplo los trabajos de Meade (2002), Fernandez-Rodriguez et al.
(1999) y Aparicio, Pozo y Saura (2002). Otros campos de aplicacion incluyen
la hidrologia (Brath, Montari y Toth, 2002) y el sector energético (Sorjamaa,
Reyhani y Lendasse, 2005).

El algoritmo del k-NN puede describirse brevemente de la siguiente forma

1. La serie temporal considerada, {X;} con t = 1,...,n, es transformada
en una serie de vectores d-dimensionales tal que

X = (Xt, X1, Xy (ao1))s (A.11)

donde d € N y d es el ntimero de retardos. Cada vector X{ puede ser
representado como un punto dentro de un espacio de d-dimensiones.

2. A continuacién, se calcula la distancia entre el tltimo vector Xg =
(Xn, Xn-1, -, Xpn—q+1) y cada uno de los vectores de la serie temporal
{X@}. Una vez calculadas las distancias se identifican los k vectores mas
préximos a Xff. Dichos vectores se denotaran como X% ,X% ...,Xg; .

1 2 k
Para calcular las distancias, se suele emplear la distancia euclidea.

3. Dados los k vectores vecinos, X% , X% ..., X% | la prediccion se calcula
3 Ty Ts I Tk ’
como el promedio ponderado de sus valores siguientes

k
A ! X7
R = w (A12)
dic1 Wi

donde wj es el peso que se le asigna al valor siguiente del vector vecino
X%_ de forma que w; > 0y Zle w; = 1. Si a los valores siguientes de
todos los vecinos se les asigna el mismo peso, entonces w; = 1/k Vi y
se esta realizando la media aritmética de los valores siguientes. Otra
forma maés sofisticada de asignar pesos consiste en hacer que w; sea
inversamente proporcional a la distancia entre el vector X%_ v el vector
actual. De esa forma, se consigue que tengan un mayor peso los valores
siguientes de aquellos vectores mas similares al actual.
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Los parametros del algoritmo. FEste algoritmo consta de dos parame-
tros: el nimero de vecinos a considerar, k, y el namero de observaciones
pasadas a considerar para describir los vectores de elementos. El pardmetro
k es un parametro de suavizado, valores grandes de k reducen el ruido, pero
hacen que las predicciones sean mas homogéneas. Normalmente se emplean
técnicas heuristicas, como la validacién cruzada para determinar un valor de
k apropiado.

En el k-NN, como en cualquier otro método de aprendizaje estadistico,
si las variables de entrada son irrelevantes, las predicciones que se obtienen
son irremediablemente pobres. Por ello, para obtener un modelo preciso hay
que determinar un valor de d adecuado. En realidad, tal y como argumentan
Sorjamaa et al. (2005), no sélo se debe determinar el valor de d, sino que
puede resultar conveniente determinar qué subconjunto de los d retardos con-
siderados es realmente relevante en nuestro problema. Sorjamaa et al. (2005)
proponen tres métodos para seleccionar el subconjunto de retardos adecua-
do de entre los 2¢ posibles subconjuntos. Esto permite eliminar variables de
entrada redundantes y reducir las dimensiones de la representacién del pro-
blema. Por otro lado, esto supone aumentar el esfuerzo computacional, pero
debido a la simplicidad del k-NN, los cédlculos propuestos por Sorjamaa et
al. (2005) pueden realizarse en un tiempo razonable.

Adicionalmente, el instante actual puede ser descrito no sélo por los valo-
res retardados de la serie que se quiere predecir, sino también por los valores
retardados de otras series que se encuentren relacionadas con él. Para no con-
taminar el modelo, conviene sélo anadir aquellas variables y aquellos retardos
que sean verdaderamente relevantes.

A.3.2. Otras versiones del k-ININ para la prediccién de series
temporales

Existen numerosas versiones alternativas para realizar el k-NN sobre una
serie temporal. Por ejemplo, a la hora de medir distancias entre el vector
actual y los vectores pasados, se puede emplear la distancia euclidea estan-
darizada donde las series son transformadas para tener media cero y varianza
uno (Casdagli y Weigend, 1994), o la distancia euclidea ponderada, donde
los pesos asignados a cada valor del vector de los retardos decrecen cuanto
mas alejado en el tiempo se encuentre el retardo mas alejadas en el tiempo
(Murray, 1993). Una alternativa curiosa a la distancia euclidea es utilizada
por Fernandez-Rodriguez et al. (1999) que emplean el coeficiente de correla-
cién serial como herramienta para elegir los vecinos mas cercanos, que seran
aquellos con una mayor correlacién con el vector actual.

A la hora de calcular la prediccién, en lugar de obtenerla como una me-
dia, se pueden utilizar otras alternativas. Una de ellas consiste en calcular
la prediccién como una media ponderada en la que se asigna mas peso a
los valores futuros de los vecinos maés cercanos. Otra forma de calcular la
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prediccién consiste en hacerlo mediante un modelo de regresiéon local pon-
derada estimado a partir de los valores futuros de los vecinos més cercanos
(Atkeson, Moore y Schaal, 1997). Al estar tratando series temporales, lo que
se realiza es en realidad una autorregresion local entre X7, 11 y el vector de
los valores pasados considerados X%- con i = 1,..., k. La ecuaciéon de auto-
rregresion estimada a partir de los k vectores es aplicada al tltimo vector
X% para obtener la prediccion Xn+1~ Pueden verse mas detalles sobre este
predictor en Casdagli y Weigend (1994).

Es importante resefiar que otra area donde se aplica el método de k-NN
es la prediccion de series temporales cadticas. Seguin este enfoque, algunas
series temporales pueden considerarse como el resultado de un proceso de-
terminista, en lugar de ser consideradas como el resultado de un proceso
estocastico. Si es posible obtener el modelo determinista que rige la serie,
entonces es posible obtener predicciones precisas en el corto plazo. Estos
sistemas deterministas son en realidad caéticos ya que son sensibles a las
condiciones iniciales. El objetivo consiste en encontrar la funcién que rela-
ciona los valores pasados de la serie con el valor futuro. Con el k-NN se
realiza una estimaciéon local de la funcién en cada instante temporal.

La primera aproximacién al k-NN desde el area de las series tempora-
les caoticas la realizan Farmer y Sidorowich (1987). El enfoque consiste en
embeber la serie temporal {X;} en un espacio de estados usando coorde-
nadas retardadas. La principal diferencia con el enfoque bésico mostrado
anteriormente consiste en que los vectores de estado d-dimensionales vienen
representados de la siguiente forma

Xtd’T = (Xt, Xt—ry oy th(dfl)‘l'% (A.13)

donde d,7 € N, d es el namero de retardos y 7 es el pardmetro de retardo.
Si 7 =1, como se asume en muchos casos, (e.g. Fernandez-Rodriguez et al.
(1999), Meade (2002) y Sorjamaa et al. (2005)), estamos ante el caso del
k-NN bésico mostrado anteriormente. Jayawardena, Li y Xu (2002) apuntan
algunas alternativas para determinar el valor apropiado de 7: tomar el va-
lor en el que la autocorrelaciéon baja un determinado valor umbral, que es
tipicamente 1/e; o tomar como valor el retardo en el cual la autocorrelacion
vale 0 o cruza la linea del cero; o tomar el valor 1 por defecto. Estos autores
apuntan que si el valor de 7 es pequeno los datos no seran independientes
y si es muy grande se estd suavizando en exceso la serie, perdiendo mucha
informacion. En su articulo, Jayawardena et al. (2002) proponen un méto-
do para determinar los tres parametros, 7, k y d, que, segin sus pruebas,
permite mejorar la capacidad predictiva del modelo.

De cara a adaptar el k-NN a la prediccion de series temporales simbélicas
no se va a realizar una aproximacion desde el punto de vista de las series
temporales caodticas. La razén es que muchos conceptos de la teorfa de los
sistemas cadticos no tienen (al menos, por el momento) correspondencia
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en el campo de los datos simbdlicos. Por ello, en la tesis, se adapta el k-
NN a la prediccion de series temporales simboélicas desde la perspectiva del
aprendizaje estadistico. Por ello, se asumird que 7 = 1 y se determinaran el
resto de parametros mediante validacién cruzada.






Apéndice B

Los histogramas baricéntricos
basados en las distancias de
Wasserstein y de Mallows

jHasta un nino de cinco anos
seria capaz de entender esto!
Rapido, busque a un nino de cinco anos.

Groucho Marx, Sopa de Ganso

Irpino y Verde (2006b) proponen un procedimiento para estimar de manera sen-
cilla el histograma baricéntrico de un conjunto de histogramas usando la distancia de
Mallows. En este apéndice se muestra este procedimiento y se extiende para estimar el
histograma baricéntrico usando la distancia de Wasserstein. Ademas, también se comen-
taran algunos aspectos relativos al comportamiento de los baricentros de Wasserstein
y de Mallows y a la interpretacién que puede darsele a cada uno de ellos.

B.1. Estimacién del histograma baricéntrico usan-
do las distancias de Wasserstein y de Mallows

Para estimar el histograma baricéntrico es necesario en primer lugar rees-
cribir las distancias de Wasserstein y de Mallows para trabajar con datos de
histograma. Al reescribir las distancias, su calculo se simplifica sobremanera.
A continuacién, se debe resolver el problema de minimizacién que supone la
obtencion del baricentro. Al haber reescrito las distancias, la minimizacion
se resuelve directamente sin tener que recurrir a técnicas de optimizacién. A
continuacién, se muestran ambos puntos.

261



262 CapriTULO B. Los histogramas baricéntricos

B.1.1. Adaptacién de las distancias para tratar con datos de
histogramas

A continuacién, se muestra como estimar las distancias de Mallows y
de Wasserstein para dos histogramas cualesquiera, hx y hy, tal que hx =
{([Ihx,ﬂ'lx)} con lX = 1,...,pX y hy = {([Ihy,ﬂ‘ly)} con ly = 1,...,py,
y asumiendo que en cada intervalo [I] los valores se distribuyen segin una
uniforme.

Para calcular estas distancias de forma directa, ambas distancias deben
ser escritas en funcién de los intervalos de la recta real para los cuales ambos
histogramas, hx y hy, son uniformemente densos. Para determinar estos
intervalos se realiza el siguiente proceso.

En primer lugar, se establece el conjunto de pesos acumulados de las
funciones de densidad de los histogramas hx y hy

w = {wox,wlx, ...,prX,woy,wly, ...,wpyy}, (B.l)

where wox = woy =0, wj, x = Ziil mix and wy,y = Ziil Ty -

A continuacién, hay que determinar el conjunto de pesos acumulados para
los que las funciones de densidad acumuladas de hx y de hy intersectan. Los
elementos del conjunto son los puntos del intervalo (0,1) donde Hx(z) =
Hy (z) con z € R. A dicho conjunto se le denotara como v.

Dados los conjuntos v y w, el vector z = [20, ..., 21, ..., Zm], con zo = 0 y
zm = 1 se obtiene como el resultado de

s ordenar los elementos de w sin repeticiones, para el caso de la distancia
de Mallows

s ordenar los elementos de w U v sin repeticiones, para el caso de la
distancia de Wasserstein

Los elementos del vector z son pesos acumulados. Cada par de elementos
consecutivos (z;_1, 2;) de dicho vector puede hacerse corresponder con dos
intervalos de la recta real, uno para cada histograma, donde ambos histo-
gramas son uniformemente densos. Para realizar la correspondencia entre los
pesos acumulados y los valores de la recta real, es necesario definir la inversa
de la funcién de distribucién.

Dado el histograma h = {([I];,m)} con | = 1,...,p, y la definicién de
distribucién mostrada en la ecuacion (5.3), y asumiendo que dentro de los
intervalos [I]; del histograma los valores se distribuyen uniformemente, la
inversa de la funcién de distribucién de h se define como

t— w1

H (1) = I, + @-L)iftefw ,w), (B2

w; — wi—1

donde wo = 0, w; = St 7 y t € [0,1].
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Dada la definicién de la inversa de la funcion de distribucion acumulada
(B.2), cada pareja de elementos consecutivos (z;_1, 2;) del vector z se corres-
ponde con dos intervalos uniformemente densos, uno para hx y otro para
hy, que se hallan como

Iix = [Hy'(z-1), Hy'(21)] e Iy = [Hy ' (z-1), Hy ' (21)]. (B.3)

Como estos intervalos son uniformemente densos, cada intervalo I; = [1;, I]]
puede ser expresado como una funcién de la variable ¢ en términos de su
centro y de su radio

I+ I, . _Yl—ll
2 7l_ 2 )

Li(t)=c+m(2t—1) para0 <t <1con¢ = (B.4)

cont € [0, 1]. El peso asociado al intervalo I; es mp = z;—2;_1, conl = 1,...,m.

Dados los intervalos de la recta real para los cuales los histogramas hx y
hy son uniformemente densos, la distancia de Mallows entre los histogramas
hx v hy puede ser reescrita en los términos de dichos intervalos como

D]Z\/[(thhy) = Z/
=17

— Zﬂ'l/ [(ClX + Tlx(Qt — 1)) — (CZY + le(Qt — 1))]2dt

=1 0

]
(Hx'(t) = Hy'(1)%dt
-1
1
m
2 1 2
= ) mllax —ay)* + 3(rx = ny)7]- (B.5)
De manera similar, la distancia de Wasserstein puede ser reescrita como
m 2
Du () = 3 [ 1H 0~ Hy @)
=1 Y ?l-1
m 1
= Z?‘rl/ |(ax +rix (2t — 1)) — (qy +ry (2t — 1))|dt
=1 70

= ZT{‘”CZX — Cly|. (BG)
=1

B.1.2. Formulacién y resolucién del problema de minimiza-
cién

El histograma baricéntrico hx, de un conjunto de k histogramas hx,,
hx,,...,hx, esla solucién al siguiente problema de minimizacién

k
gnprD(hXB,th), (B.7)

B p=1
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donde D(hx,hx,) es la distancia de Mallows o de Wasserstein y w, es el
peso que se le asigna a cada histograma hx,, siendo w, > 0y 22:1 wp = 1.

Si los pesos w), son todos iguales para todos los histogramas, entonces
wp es constante y, por tanto, no tiene efecto en la minimizacién y puede ser
ignorado. Si los pesos no son iguales para todos los histogramas, entonces
el problema de minimizacién puede ser reformulado para que también se
ignoren los pesos. Dicha reformulacién consiste en repetir cada histograma
hx, un ntmero de veces proporcional a su peso wp. Una vez hecho esto, el
baricentro hx, del conjunto original puede ser calculado como el baricentro
de un nuevo conjunto de k' histogramas R’y , by, ..., h,Xk/ donde los pesos
son constantes y, por tanto, pueden ignorarse.

Por ejemplo, dado el conjunto de p = 3 histogramas {hx,, hx,, hx,} cu-
yos pesos son w1 = 0.2, wo = 0.3 y w3z = 0.5, respectivamente. Su baricentro
puede ser calculado como el baricentro de un conjunto de 10 histogramas
donde h’X1 = h’ = hx,, X3 ’X4 = h’X5 =hx,y h/XG e = thO = hx,
y donde los pesos no son tenidos en cuenta. Puede demostrarse que las solu-
ciones que se obtienen usando este método y minimizando la ecuacion (B.7)
con pesos no constantes son iguales tanto para el caso de la distancia de
Wasserstein, como para el de la distancia de Mallows.

Por tanto, el problema de minimizacion de la ecuacion (B.7) tanto si los
pesos son idénticos, como si no, puede reformularse en ambos casos para
prescindir de los pesos, quedando reducido a

k
min » D(hxy,hx,). (B.8)

h
XBp 1

Si se aplica la distancia de Mallows (B.5), entonces la solucion para el
problema de minimizacién de (B.8) es el histograma baricéntrico, hx, =

{([I}lBaﬂ-lB)}y donde U]ZB = [ClB — TIB,CIB —|—’I“lB] con | = 1,...,mk, y que
viene dado por

k my
1 2
H}(IEZDM hxphx,) =cg117}3}32;;m Cip—C1B) +§(7“lp—7“zB) ], (B.9)
=

donde my, es la longitud del vector zj. Este vector es el resultado de ordenar
sin repeticion el vector w, siendo w el conjunto de pesos acumulados de
las funciones de densidad de los k histogramas considerados, tal y como se
mostr6 en la seccién B.1.1.

En el caso de la distancia de Wasserstein (B.6), hx, se calcula como

k mp

manDW (hxp,hx,) —mmZZm]clp—clB| (B.10)

CIB
p=11=1

donde my es la longitud del vector z;. En este caso, z; es el resultado de
ordenar sin repeticiéon w U v, siendo w el conjunto de pesos acumulados de
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las funciones de densidad de los k histogramas considerados, y siendo v el
conjunto de las intersecciones de las funciones de densidad acumuladas de
los k histogramas, tal y como se indica en la seccién B.1.1.

Es importante tener en cuenta que la minimizacion en (B.9) es un pro-
blema de minimos cuadrados, mientras que la minimizacion en (B.10) es un
problema de minimas desviaciones en valor absoluto. Por esta razén, en el
caso de la distancia de Mallows (B.9), el minimo se obtiene como una media

Zk:1 G Zkzl Tl
ap = pr y "B = pr, (B.11)

para cada [ = 1,...,mg. Mientras que en el caso de la distancia de Wassers-
tein, se obtiene como la mediana

¢ = mediana(cy,), conp=1,....k (B.12)

para cada [ = 1,...,my. Si ¢q con q € 1,..., k es el centro del intervalo [ del
baricentro que se ha obtenido como la mediana de los k centros, el radio
de dicho intervalo serd r;p = r;,. Como la solucién éptima es una mediana,
si el nimero de histogramas k es par, entonces el valor de ¢, puede ser
cualquier valor que se encuentre entre los dos centros de ¢, con p=1,...,k
que delimiten el 50 % central del conjunto. Normalmente, se tomara como
cjp la media de de dicho par de centros.

A partir de los valores de ¢;p y de 7, el histograma baricéntrico hx, =
{([IliB,mB)} se representa como

Ui =lap —mB,as +mBl,l=1,...,my, (B.13)

donde los pesos asociados a cada intervalo son mp =m conl =1,..., my.

B.2. Comportamiento de los histogramas baricén-
tricos de Wasserstein y de Mallows

En primer lugar, conviene aclarar que ni el baricentro de Wasserstein, ni el
baricentro de Mallows se comportan como una mixtura de las distribuciones
de los histogramas que los han originado.

Se dice que una variable aleatoria continua X es una mixtura de n varia-
bles aleatorias continuas Y;, si la funcion de densidad de X, fx(x), es una
suma, ponderada de la siguiente forma

fx(@) = aify,(x). (B.14)
=1

Normalmente, se impone la condicién de que la suma sea una combinacién
lineal convexa, i.e. a; >0y > " a; = 1.
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El hecho de que el baricentro que se obtiene con la distancia de Wassers-
tein y con la de Mallows no se comporte como una mixtura es adecuado para
poderlo utilizar como prediccion de una STH. Si el baricentro se comportase
como una mixtura, tendria un soporte que seria igual a la unién de todos
los soportes de los histogramas considerados y tendria tantas modas como
modas hubiese en el conjunto de histogramas utilizado para estimar el bari-
centro. Indudablemente, una mixtura representa al conjunto de histogramas
original, pero lo hace de una forma poco compacta que no resulta adecuada
en el contexto de prediccion de STH. Tal y como indican Verde y Irpino
(2007), los baricentros que se obtienen utilizando distancias, como la distan-
cia de Variacion Total si se comportan como una mixtura de distribuciones,
por lo que no resultan adecuados para este proposito.

Ahora bien, si los baricentros de Mallows y de Wasserstein no se compor-
tan como una mixtura de distribuciones, jcémo lo hacen? El hecho de que
el baricentro de Mallows se calcule como una media, ver ecuaciéon (B.11),
hace que su comportamiento sea precisamente el de una media. De forma
similar, como el baricentro de Wasserstein se calcula como una mediana, ver
ecuacion (B.12), su comportamiento es el de una mediana y inicamente tiene
en cuenta aquellos histogramas cuyas funciones de distribucion delimitan el
50 % central de las funciones de distribucion de los k histogramas considera-
dos. Para poder apreciar mejor estos comportamientos se van a emplear una
serie de ejemplos.

B.2.1. Ejemplos de baricentros

Para cada uno de los ejemplos, se va a representar graficamente el conjun-
to de histogramas original y su baricentro. En las representaciones graficas
no sélo se mostraran las funciones de densidad, sino también las funciones
de distribucion acumuladas. Es precisamente en estas tltimas donde se apre-
cia mejor el comportamiento de los baricentros. Esto es debido a que los
baricentros se calculan empleando las funciones de distribucién acumulada.
Para comprender mejor como se calculan los baricentros, el grafico de las
funciones de distribucién acumuladas mostrard unas lineas horizontales que
representan los valores z del vector z. Dichos valores z, particionan el rango
de la inversa de la funcién de distribucion acumulada, i.e. el intervalo [0, 1],
en las regiones en las que se calculard cada intervalo del baricentro. El calcu-
lo del intervalo en cada una de esas regiones se realiza de acuerdo con las
formulas mostradas en el apartado B.1.2.

Consideremos los histogramas h; = {([1,2),0.7), (]2, 3),0.2), ([3,4],0.1)}
y he = {([11,12),0.1), ([12,13),0.2), ([13,14],0.7) }. La figura B.1 muestra en
su parte superior estos histogramas y el baricentro que se obtiene utilizando
la distancia de Mallows. En ella se aprecia claramente como la posicién, el an-
cho y la forma del histograma baricéntrico son el resultado de promediar las
caracteristicas de los histogramas considerados (o, mejor dicho, de sus funcio-
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Figura B.1: Baricentro de Mallows (arriba) y un posible baricentro de Wa-
sserstein (abajo) para los histogramas hy y he. Funciones de densidad (izqda.)
y funciones de distribucion acumulada (dcha.).

nes de distribucién acumuladas). El baricentro de Mallows que se obtiene es
hp,, ={([6,6.57),0.1),([6.57,7.21),0.2), ([7.21,7.79),0.4), ([7.79,8.43),0.2),
([8.43,9],0.1)}.

La parte inferior de la figura B.1 muestra los histogramas hj y he y un
posible baricentro de Wasserstein para los histogramas considerados. El ba-
ricentro de Wasserstein para los histogramas h; y ho no es tinico porque
en este caso el nimero de histogramas considerados es par y, como se ha
dicho, el baricentro de Wasserestein se calcula como una mediana. Los va-
lores del baricentro representado son hp,, = {([4,6),0.7),([6,8],0.3)}. En
realidad, cualquier funcién de distribucion acumulada contenida dentro de
las funciones de distribucién acumuladas de h; y he puede ser un baricentro
de Wasserstein para hi v ho. En estos casos, lo méas adecuado es emplear la
media de las dos funciones acumuladas de distribucién que formen parte del
50 % central para cada una de las regiones del intervalo [0, 1]. En el caso que
nos ocupa, con sblo dos histogramas, dicho histograma baricéntrico serfa el
mismo que el que se calcula utilizando la distancia de Mallows.

Consideremos ahora el siguiente conjunto de tres histogramas: hy =
{([O’ 1)7 0'2)7 ([17 2]’ 0‘8)}7 hy = {([57 6)’ 0'4)’ ([77 8]’ 0'6)} y hs = {([67 7)7 0'7)7
([7,8],0.3)}. En la parte inferior de la figura B.2 se muestra el baricentro de
Wasserstein de este conjunto. Como el nimero de histogramas es impar, di-



268 CapriTULO B. Los histogramas baricéntricos

1r 1
h3 — h4 — h5 hB
0.87 0.8
0.67 0.6
0.4 0.4
0.2¢ 0.2
0 0
0 2 4 6 8 0 2 4
1 1
h3 _h4 _h5 hB
0.87 0.8
0.67 0.6
0.4 0.4
0.27 0.2
0 0~
0 2 4 6 8 0 2 4

Figura B.2: Baricentro de Mallows (arriba) y un posible baricentro de Wa-
sserstein (abajo) para los histogramas hs, hy y hs. Funciones de densidad
(izqda.) y funciones de distribucion acumulada (dcha.).

cho baricentro es tnico y viene dado por hp,, = {([5,5.5),0.2), ([5.5,6),0.2),
([6,6.57),0),([6.57,7),0.3),([7,8],0.3)}. En el grafico donde se muestran las
funciones de distribucién acumuladas, se puede apreciar muy claramente que
el baricentro de Wasserstein se comporta como la mediana de dichas funcio-
nes. Tal y como puede verse, el baricentro coincide en todo momento con la
funcién de distribucién acumulada que ocupa la posicion central del rango.
El histograma, hs no tiene efecto sobre el baricentro de Wasserstein, ya que
su funcién de distribucién acumulada se encuentra en un extremo del rango
de valores en todas las regiones inducidas por los valores del vector z.

Sin embargo, en el baricentro de Mallows todos los histogramas conside-
rados tienen efecto porque dicho baricentro se calcula como una media. Para
el conjunto de histogramas considerado, el baricentro de Mallows es hp,, =
{([3.67,4.26),0.2), ([4.26,4.61),0.2), ([4.61,5.38),0.3), ([5.38,6],0.3)} y pue-
de verse en la parte superior de la figura B.2. Este ejemplo sirve para ver
que, en el caso del baricentro de Mallows, el histograma hs no sélo es tenido
en cuenta en el calculo del baricentro, sino que tiene mucho efecto sobre él
por encontrarse bastante alejado de los histogramas hy y hs. Este compor-
tamiento es similar al que presenta la media aritmética de un conjunto de
valores clasicos cuando uno de ellos se encuentra muy alejado del resto.
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B.3. Analisis de la idoneidad de los histogramas ba-
ricéntricos de Wasserstein y de Mallows para
ser empleados en métodos de alisado

Tal y como se indica en el apartado 5.5.2.2, la adaptacién del alisado de
una serie temporal utilizando baricentros consiste en reemplazar el calculo del
promedio de un conjunto de histogramas por la estimacién de su baricentro.
El promedio aparece tanto en la ecuacién de la media mévil, como en la del
alisado exponencial en forma recursiva, pero no en la ecuacién del alisado en
forma de correccion del error. A continuacion, se estudia la adaptacion de las
férmulas de alisado donde aparece el promedio sustiyéndolo por el baricentro
de Wasserstein y el de Mallows.

B.3.1. Analisis de la adaptaciéon de la media moévil

Dada una serie temporal {hx,} con t = 1,..,n, la prediccién mediante
una media mévil de ¢ términos puede obtenerse como

hx,., =wihx, +wohx, | +...twehx, (B.15)

donde los pesos w; con ¢ = 1, ..., ¢ pueden ser iguales para todos los términos
o decrecer aritméticamente o exponencialmente a medida que 7 aumenta.

La prediccién de la media movil mostrada en (B.15) puede obtenerse
calculando el siguiente baricentro

q
arg minﬁxt+1 ZWiD(hXt+1v hth(ifl))’ (B.16)
i=1

donde D(-,-) es la distancia de Wasserstein o de Mallows. En el punto B.1.2
se ha explicado como calcular este baricentro para ambas distancias y en el
punto B.2 se ha comentado que el baricentro de Wasserstein es la funcién
de distribucion mediana de las funciones de distribucién de los histogramas
considerados, mientras que el del baricentro Mallows vendria a ser la funcién
de distribucién media. Esta diferencia de comportamiento entre ambas dis-
tancias resulta interesante ya que a priori permite realizar una media moévil
con distintos matices. Por ejemplo, si se quiere eliminar el comportamiento
extremo conviene emplear la mediana, si se busca un comportamiento que
tenga en cuenta todos los términos de la media moévil.

Sin embargo, la media moévil empleando la distancia de Wasserstein pre-
senta una serie de inconvenientes. Si el valor de w; > 0.5, entonces el resul-
tado de la media moévil serd exactamente el valor del tltimo elemento de la
la serie, hx,. En otras palabras, la prediccién que obtendréd la media movil
0, mejor dicho, mediana movil, serfa la misma que ofrece el método ingenuo.
Esto es asi porque, tal y como se explica en el punto B.1.2, si el peso asignado
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a cada histograma no es el mismo para todos, el problema de minimizacién
del célculo del baricentro se reformula de tal forma que los pesos asignados
a todos los individuos sea el mismo. Segin dicha reformulacién, si el peso
asignado al individuo u es, por ejemplo, w, = 0.51, siendo D7 w; = 1,
entonces el 51 % de los individuos del problema reformulado seran idénticos
al histograma cuyo peso asignado era w,. La mediana de un conjunto donde
el 51 % de los datos son idénticos es dicho dato, ya que se repite méas de la
mitad de las veces. Por tanto, si w; > 0.5 la mediana mévil no es de gran
utilidad.

Este problema no sucede cuando se calcula la media mévil empleando la
distancia de Mallows porque dicho baricentro se comporta como una media
y en una media todos los elementos que se usan para calcularla son tenidos
en consideracién. Si el peso asignado a un elemento es w, = 0.51, siendo

g:l w; = 1, el baricentro se comporta como una media ponderada que
obedece a dichas ponderaciones. Si el problema se reformula de acuerdo a lo
explicado en el punto B.1.2, dicho elemento se repetira el 51 % de las veces
en el nuevo conjunto de individuos y, por tanto, tendrid mas representaciéon
en la media. Es facil comprobar que los resultados que se obtienen en ambos
casos son idénticos.

B.3.2. Analisis de la adaptacion del alisado exponencial

Dada una serie temporal {hx,} con ¢ = 1,..,n, la prediccion para el
instante ¢ + 1 mediante el alisado exponencial simple en modo recursivo
puede expresarse como

hx, ., = ahx, + (1 —a)hy,, (B.17)

donde a € [0, 1].
La prediccion que se obtiene con la ecuacion del alisado en (B.17) puede
obtenerse calculando el siguiente baricentro

arg minj, (ap(ﬁxm, hy,) + (1 — a)D(th,iLXt)) , (B.18)

donde D(-,-) es la distancia de Wasserstein o de Mallows.

En este caso, al igual que sucedia en el apartado anterior, la adaptacion
de la ecuacién del alisado utilizando la distancia de Wasserstein no resulta
adecuada porque sblo presenta tres resultados posibles:

» Si o > 0.5, entonces iALXt+1 = hy,.
» Si o < 0.5, entonces iLXt+1 = hy,.

s Si a = 0.5 el resultado es cualquier histograma cuya funcién de dis-
tribucién acumulada se encuentre entre las funciones de distribucién
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acumuladas de hx, y hx,. Lo razonable en este caso serfa tomar co-
mo prediccién la media de ambos histogramas, i.e. el baricentro de
Mallows.

El problema no es sélo que existan tres resultados posibles es que, salvo en el
caso de a = 0.5, para el resto de valores de « la serie alisada seria constante
para todo valor de t.

De nuevo, la explicacién a este comportamiento se encuentra en la refor-
mulacién del problema de minimizacién que permite calcular el baricentro
cuando los pesos asignados a cada histograma no son idénticos (ver el aparta-
do B.1.2). La reformulacion consiste en calcular el baricentro para un nuevo
conjunto de histogramas donde los histogramas del problema original se en-
cuentren repetidos un ntimero de veces proporcional a su peso. Es decir, en
este caso, si a« = 0.6, eso quiere decir que el baricentro de Wasserstein se
obtendra calculando el baricentro de un conjunto donde haya 6 individuos
iguales hx, y 4 iguales h x,. El baricentro de Wasserstein de dicho conjunto
serfa el histograma mediano, que en este caso seria hy, para todo valor de ¢.

Dicho problema no sucede para el caso en el que se adapten la ecuacion
de alisado (B.18) empleando la distancia de Mallows, porque en ese caso,
el baricentro se comporta como una media ponderada. Cuanto mas peso se
asigne a o mas similar serd el baricentro resultante a hy, y cuanto menos
peso se le asigne mas se pareceré a iLXt.

B.3.2.1. Relacién entre la férmula de la media mévil y del alisado
exponencial

Tal y como se explica en el punto A.2 de los apéndices, la ecuacion
de la media moévil de orden g con pesos exponencialmente decrecientes y
la ecuacién del alisado exponencial son equivalentes siempre y cuando el
numero de periodos ¢ sea lo suficientemente grande. En este apartado se va
a comprobar si dicha equivalencia se cumple también en la adaptacién al
contexto de las STH utilizando los baricentros de Wasserstein y de Mallows.

Dada una serie temporal {hx,} con t = 1,..,n, la media moévil de orden ¢

con pesos exponencialmente decrecientes puede reescribirse en funcién de «
2

asumiendo que o = i1 Y que g es lo suficientemente grande, de la siguiente
forma
¢
. - .
arg min; Za(l —a)f T D(hx,_ ;1) hxi ) (B.19)
1

Si la distancia considerada es la distancia de Mallows, esta ecuacién es
equivalente a la adaptacion del alisado exponencial mostrada en (B.18). Sin
embargo, si se considera la distancia de Wasserstein, la equivalencia no se
cumple. La demostraciéon de estos hecho seria extensa y por ello no se incluird
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aqui. Sin embargo, para entender por qué suceden basta con considerar el
siguiente ejemplo en el contexto de las series temporales clasicas.

Consideremos que en un determinado instante se tienen los valores de la
serie Xy = 5y X;—1 = 2, y la prediccién para el instante ¢ — 1 X1 = 1.
Supongamos que el valor de @ = 0.4. En ese caso, la prediccién para los
instantes t y t + 1 sera

Xi = 04-X; 1406 X, ;=32 (B.20)
Xip1 = 04-X,+0.6-X; =392 (B.21)

La prediccién que se obtiene para t 4+ 1 es la misma que la que se obtiene
si en la ecuacion (B.21) se sustituye X; por la ecuacion (B.20) y se calcula
el resultado. En ese caso, la ecuacién serfa

Xip1=04-X; +024X, 14 0.36 - X;_; = 3.92 (B.22)

La equivalencia en este caso resulta obvia por las propiedades de la arit-
mética bésica. En este caso las predicciones se obtienen como promedios
ponderados de dos términos. Por ello, este caso serfa similar al calculo de la
prediccién utilizando el baricentro de Mallows, que también se calcula como
un promedio.

Por otro lado, si expresamos las predicciones como una mediana pon-
derada donde el peso asignado a cada valor indica el tanto por ciento de
elementos de ese valor que existen en el conjunto para el que se calcula la
mediana, en ese caso obtendriamos

X; = mediana(0.4X; 1,0.6X; 1) =1 (B.23)
Xiy1 = mediana(0.4X;,0.6X;) = 1 (B.24)

Segun esta adaptacion la mediana en la ecuacion (B.23) es el valor 1 porque
se repite el 60 % de las veces. En la siguiente ecuacion se sustituye su valor y
sucede lo mismo. Y es obvio que ese valor se repetird como predicciéon para
toda la serie.

Sin embargo, si se calcula la predicciéon adaptando la ecuaciéon en forma
extendida (B.22) de forma que aparezcan todos los elementos de la serie en
ella y asignandole a cada uno el peso que le corresponde, el resultado varfa

Xii1 = mediana(0.4X;,0.24X,_1,0.36X;_1) = 2. (B.25)

La prediccién en este caso no coincide con la obtenida con las ecuaciones
de alisado en forma comprimida. Esto es debido a las propiedades de la
mediana, la cual no se calcula mediante operaciones aritméticas, sino que
necesita de todo el conjunto de datos ordenado para poder ser calculada.
Por ello, no puede calcularse de manera fraccionada, es decir, no se puede
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dividir el conjunto de datos en varios subconjuntos, calcular la mediana de
cada uno de esos subconjuntos y, a continuacién, calcular la mediana de las
medianas de los subconjuntos. El resultado en ese caso no tiene por qué
coincidir con la mediana original.

Este fenémeno que se produce en las series temporales clasica, también
sucedera con las STH y es la razon de que adaptar las medias méviles con el
baricentro que emplea la distancia de Wasserstein no sea adecuado, ya que
dicho baricentro acttia como una mediana.

En conclusién, la equivalencia que se da en las series temporales clasicas
entre la ecuacién de la media moévil de orden ¢ con pesos exponencialmente
decrecientes y la ecuacién del alisado exponencial, s6lo se cumple en las STH
utilizando el método de los baricentros con la distancia de Mallows y no
empleando la distancia de Wasserstein.
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